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Abstract
Motivated by the recent progress in our understanding of quantum field theories
in a classical gravitational background due to the application of methods from mi-
crolocal analysis, we study the singularity structure of vector valued distributions.
As a generalization of the wave front set we make use of the polarization set. For
solutions of Dirac and Maxwell equations on arbitrary spacetimes the Dencker
connection is shown to coincide with the usual spin- and Levi-Civita´-connection
respectively, implying that the strongest singularities propagate in a simple way.
For the case of the Dirac equation we investigate applications in quantum field
theory on curved spacetimes. Hadamard states of the free Dirac field are analyzed
and it is shown that the wave front set of their two point functions is the same as
in the scalar case. Furthermore we determine the polarization set and show that its
form does not depend on the metric background. Finally, possible applications in
renormalization theory are discussed.
Zusammenfassung
In Anlehnung an den erfolgreichen Einsatz von Methoden der mikrolokalen Analy-
sis bei der Untersuchung skalarer Quantenfeldtheorien auf gekr u¨mmten Raumzei-
ten werden die Singularit a¨ten vektorwertiger Distributionen untersucht. Als Verall-
gemeinerung der Wellenfrontmenge dient hierzu der Begriff der Polarisationsmen-
ge. F u¨r L o¨sungen der Maxwell- und Dirac-Gleichungen in einem beliebigen klas-
sischen Gravitationshintergrund wird gezeigt, daß der Dencker-Zusammenhang,
der die Ausbreitung der Richtungen st a¨rkster Singularit a¨ten beschreibt, mit dem
gew o¨hnlichen Zusammenhang in den zugrundeliegenden Vektorb u¨ndeln u¨berein-
stimmt. F u¨r den Fall der Dirac-Gleichung werden Anwendungen in der Quanten-
feldtheorie untersucht: F u¨r Hadamard-Zust a¨nde des freien Dirac-Feldes in einer
global hyperbolischen Raumzeit wird bewiesen, daß ihre Zweipunktfunktionen
dieselbe Wellenfrontmenge besitzen wie im Falle des Klein-Gordon-Feldes. Wei-
terhin wird ihre Polarisationsmenge bestimmt und gezeigt, daß diese in gekr u¨mm-
ter Raumzeit die gleiche Form wie im Minkowskiraum hat. Schließlich werden
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Die Quantenfeldtheorie hat sich in den letzten Jahrzehnten als sehr erfolgreich in
der Theorie der Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen herausgestellt. Das
Standardmodell der Elementarteilchenphysikstellt heute einen Rahmen dar, in dem
die Resultate aller bisher durchgef u¨hrten Experimente der Teilchenphysik mit zum
Teil beeindruckender Pr a¨zision beschrieben werden k o¨nnen.
Dies gilt jedoch nur f u¨r die Aspekte der elektromagnetischen, schwachen und
starken Wechselwirkung. Die Quantisierung der Gravitation und damit die Be-
schreibung aller vier fundamentalen Wechselwirkungen in einem einheitlichen
Rahmen ist eine sehr schwierige Aufgabe und bis heute nicht befriedigend ge-
lungen.
Es liegt daher nahe, n a¨herungsweise an das Problem heranzugehen und zu-
n a¨chst eine halbklassische Theorie zu entwickeln, in der die Gravitation klassisch
durch die allgemeine Relativit a¨tstheorie beschrieben wird, das heißt als gekr u¨mmte
Raumzeit, und die Materie als quantisierte Felder in dieser Raumzeit. Wir sprechen
daher auch von Quantenfeldtheorie in gekr u¨mmter Raumzeit.
Diese Theorie sollte einen sehr großen G u¨ltigkeitsbereich besitzen und Effekte
sowohl des fr u¨hen Universums als auch von starken Gravitationsfeldern wie in
der N a¨he Schwarzer L o¨cher korrekt beschreiben k o¨nnen. Erst f u¨r extreme Gravita-
tionsfelder und sehr kurze Abst a¨nde in der Gr o¨ßenordnung der Planck-L a¨nge ist zu
erwarten, daß sich tats a¨chliche Quanteneffekte der Gravitation bemerkbar machen.
Ein eindrucksvolles Beispiel f u¨r eine Vorhersage der Quantenfeldtheorie in ge-
kr u¨mmter Raumzeit ist der Hawking-Effekt, die Tatsache, daß massive Sterne, die
zu einem Schwarzen Loch kollabieren, durch Teilchenerzeugung in der N a¨he des
Horizontes thermische Strahlung aussenden. Schwarze L o¨cher absorbieren somit
nicht nur alle Materie, die den Horizont u¨berschreitet, sondern sie verlieren durch
diese Hawkingstrahlung wiederum Energie.
Ein weiterer interessanter Aspekt dieser Theorie ist, daß bei der Behandlung
von Feldtheorien im gekr u¨mmten Raum einige aus dem Minkowskiraum vertrau-
te mathematische Hilfsmittel wie die Poincare´-Invarianz und die Fouriertransfor-
mation nicht zur Verf u¨gung stehen, sondern man die Theorie rein lokal beschrei-
ben muß. Dies f u¨hrt zu einem besseren Verst a¨ndnis der lokalen Eigenschaften der
Quantenfeldtheorie, was wiederum hilfreich f u¨r das Verst a¨ndnis von Quantenfeld-
theorien im Minkowskiraum ist.
Ein wesentliches Problem ist dabei die Charakterisierung von physikalischen
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2Zust a¨nden, da bei der Auszeichnung des Vakuumzustandes einer Quantenfeldtheo-
rie im Minkowskiraum die Poincare´-Invarianz eine große Rolle spielt. Bei der Ab-
wesenheit von Isometrien der Raumzeit ben o¨tigt man nat u¨rlich andere Auswahl-
kriterien. Die Konstruktion von Quantenfeldtheorien in gekr u¨mmter Raumzeit ge-
schieht daher am besten im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie, da hier
der Schwerpunkt zun a¨chst auf der Konstruktion der Observablenalgebra liegt und
erst im Nachhinein eine Klasse von physikalischen Zust a¨nden auf der Algebra der
Observablen ausgezeichnet werden muß.
Die lokalen Methoden, die in den letzten Jahren mit großem Erfolg in der
Analyse der in der Feldtheorie auftretenden Objekte eingesetzt wurden, sind die
der mikrolokalen Analysis. Seit der grundlegenden Arbeit von Radzikowski, in
der physikalische Zust a¨nde eines freien Skalarfeldes durch die mikrolokalen Ei-
genschaften ihrer Zweipunkt-Distribution charakterisiert wurden, ist es gelungen,
solche Zust a¨nde in jeder global hyperbolischen Raumzeit zu konstruieren. Weiter-
hin konnte die Bedingung auf wechselwirkende Theorien verallgemeinert und der
Nutzen dieser Charakterisierung durch die Konstruktion wechselwirkender ska-
larer Quantenfeldtheorien in beliebigen global hyperbolischen Raumzeiten unter
Beweis gestellt werden.
Die sehr umfangreiche Literatur u¨ber die Quantenfeldtheorie in gekr u¨mmter
Raumzeit bezieht sich fast ausschließlich auf die Theorie des freien Klein-Gor-
don-Feldes. ¨Uber die physikalisch sehr viel relevanteren Dirac-Felder ist bis jetzt
erst wenig bekannt. Dies liegt jedoch nicht an prinzipiellen Schwierigkeiten, son-
dern an der sehr viel gr o¨ßeren mathematischen Komplexit a¨t durch das Auftreten
mehrkomponentiger Felder.
In dieser Arbeit soll nun versucht werden, die Methoden der mikrolokalen Ana-
lysis nicht nur auf skalare Felder, sondern auch auf Dirac-Felder anzuwenden.
Wir wollen physikalische Zust a¨nde des freien Dirac-Feldes charakterisieren, in-
dem wir, in Anlehnung an das Vorgehen im skalaren Fall, die Singularit a¨tsstruktur
ihrer Zweipunktfunktion untersuchen.
Die Arbeit ist folgendermaßen aufgebaut:
Im ersten Kapitel werden zur Kl a¨rung der Notation die wichtigsten Grundtat-
sachen aus der allgemeinen Relativit a¨tstheorie zusammengestellt, um anschließend
die Konstruktion von Spinoren in einer allgemeinen, m o¨glicherweise gekr u¨mmten,
Raumzeit durchzuf u¨hren.
Im folgenden Kapitel wird eine Einf u¨hrung in die mikrolokale Analysis gege-
ben und die Methoden dargestellt, die in den sp a¨teren Kapiteln zur Analyse der
quantenfeldtheoretischen Modelle verwendet werden.
Das dritte Kapitel besch a¨ftigt sich mit der Quantenfeldtheorie in gekr u¨mm-
ter Raumzeit. Nach einem kurzen ¨Uberblick u¨ber die Prinzipien der algebraischen
Quantenfeldtheorie skizzieren wir die wichtigsten Aspekte des skalaren Feldes,
um uns anschließend der Konstruktion der Theorie des freien Dirac-Feldes in einer
gekr u¨mmten Raumzeit zuzuwenden. Das Kapitel schließt mit der Charakterisie-
rung der physikalisch relevanten Zust a¨nde des Klein-Gordon- und Dirac-Feldes,
3den Hadamard-Zust a¨nden.
Nachdem alle Grundlagen gekl a¨rt wurden, k o¨nnen wir uns im vierten Kapitel
der Untersuchung der Zweipunktfunktion und des Feynmanpropagators sowohl des
Klein-Gordon-, wie auch des Dirac-Feldes in einer gekr u¨mmten Raumzeit unter
Ausnutzung der Methoden der mikrolokalen Analysis zuwenden.
Im f u¨nften Kapitel schließlich soll versucht werden, die physikalische Bedeu-
tung der Ergebnisse darzulegen, indem wir untersuchen, welchen Einfluß die Ei-
genschaften des Feynmanpropagators auf die Konvergenz bestimmter Feynman-
diagramme haben.
Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung und dem Literaturverzeichnis.
Kapitel 1
Gekr u¨mmte Raumzeiten
In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels werden wir zur Kl a¨rung der Nota-
tion die wichtigsten Grundbegriffe aus der allgemeinen Relativit a¨tstheorie wieder-
holen, auf die wir im weiteren zur u¨ckgreifen wollen. Details findet man in jedem
guten Lehrbuch, zum Beispiel in [Wal84].
Anschließend definieren wir die f u¨r die Physik relevanten Vektorb u¨ndel u¨ber
einer gekr u¨mmten Raumzeit, insbesondere das Dirac-B u¨ndel.
Die differentialgeometrischen Grundbegriffe werden hier weitgehend voraus-
gesetzt, f u¨r weitergehende Erkl a¨rungen siehe etwa [Nak90].
1.1 Grundbegriffe
Unter einer (m o¨glicherweise gekr u¨mmten) Raumzeit verstehen wir eine vierdi-
mensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, ausgestattet mit einer Lorentz-Me-
trik, das heißt einem differenzierbaren, symmetrischen und nicht ausgearteten











































ausgedr u¨ckt werden und wir die u¨bliche Summen-
konvention verwenden.






































Das Tangentialb u¨ndel bezeichnen wir mit 
 , das Kotangentialb u¨ndel mit









  ist die Projektion auf die Basismannigfal-


































schreiben wir kurz     . Jedes Vektorb u¨ndel  u¨ber  l a¨ßt sich mittels der






Die Menge der glatten Schnitte in einem Vektorb u¨ndel  , also die Men-
































Zu jeder Metrik gibt es einen eindeutigen Zusammenhang im Tangentialb u¨n-
del, der symmetrisch und mit der Metrik vertr a¨glich ist, den Levi-Civita´-Zusam-









































Aus den Zusammenhangskoeffizienten und ihren Ableitungen konstruiert man






























































































. Sie zerf a¨llt in vier Zusammenhangskompo-
nenten, die Zusammenhangskomponente der Eins nennen wir die eigentlich ortho-
chrone Lorentzgruppe 6DCE . Sie ist die Untergruppe der Lorentztransformationen,
die die Raum- und Zeitorientierung des Minkowskiraumes erhalten.
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1.2 Kausale Struktur der Raumzeit
Die Metrik unterteilt die Tangentialvektoren
(
    in raum-, zeit- und licht-
artige Vektoren, wenn  






 )(  ( 	 ! #
. Eine
Kurve in  heißt raum-, zeit- oder lichtartig, wenn ihr Tangentialvektor in jedem
Punkt diese Eigenschaft hat. Eine kausale Kurve ist eine in jedem Punkt zeit- oder
lichtartige Kurve.
Der offene Lichtkegel im Punkt  besteht aus allen zeitartigen Vektoren in
 
und zerf a¨llt in zwei Zusammenhangskomponenten. Ist eine globale, stetige





so nennt man die Raumzeit zeitorientierbar. Diese Zuordnung u¨bertr a¨gt sich auf das
Kotangentialb u¨ndel.
Entsprechend heißt eine Raumzeit raumorientierbar, wenn es eine globale, ste-
tige Zuordnung von rechts- und linksh a¨ndigen Dreibeinen von raumartigen Vekto-
ren gibt.
Eine kausale Kurve heißt zukunftsgerichtet, wenn ihr Tangentialvektor in je-




Die kausale Zukunft eines Punktes    ist die Menge aller Punkte der
Raumzeit, die durch eine zukunftsgerichtete kausale Kurve, ausgehend von  , er-




bezeichnet, die analog definierte kausa-




. Entsprechend definiert man die kausale Zukunft und
Vergangenheit einer offenen Menge
 !





f u¨r alle Punkte 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 ist die Menge
aller Punkte    , so daß jede nichterweiterbare kausale Kurve durch  die
Menge
 





, wenn dies f u¨r jede vergangenheits-
bzw. zukunftsgerichtete von  ausgehende Kurve dieser Art gilt.
Eine Cauchy-(Hyper-)Fl a¨che ist eine raumartige Hyperfl a¨che  !  , die von
jeder nichterweiterbaren kausalen Kurve in  genau einmal geschnitten wird. Ei-
ne Raumzeit  , die eine solche Cauchyfl a¨che  besitzt, heißt global hyperbolisch.
Man kann zeigen, daß dann  topologisch die Struktur 
!
0 hat. Insbe-
sondere ist eine solche Raumzeit raum- und zeitorientierbar, und es l a¨ßt sich eine
globale Zeitkoordinate  w a¨hlen, so daß 
!
ﬀ eine Cauchyfl a¨che definiert.
Im folgenden werden wir stets die globale Hyperbolizit a¨t voraussetzen, weil in
solchen Raumzeiten das Cauchy-Problem wohldefiniert ist, es also Existenz- und
Eindeutigkeitss a¨tze f u¨r bestimmte partielle Differentialgleichungen gibt, die wir
sp a¨ter untersuchen wollen (siehe Kapitel 3).
Eine konvex normale Umgebung ist eine offene Menge
 !





durch genau eine in
 








































1.3. SPINOREN IN GEKR ¨UMMTER RAUMZEIT 7
Das Vorzeichen wird positiv gew a¨hlt, falls die Geod a¨te raumartig ist, negativ f u¨r
zeitartige Geod a¨ten. Jeder Punkt besitzt eine konvex normale Umgebung.
Weiterhin werden wir den Begriff einer kausal normalen Umgebung einer Cau-



















enth a¨lt. F u¨r jede Cauchy-Fl a¨che gibt es eine solche kausal normale
Umgebung [KW91].
1.3 Spinoren in gekr u¨mmter Raumzeit
Wir kommen jetzt zur Definition der Vektorb u¨ndel, in denen sich die Physik ab-
spielt. Das Tangential- und Kotangentialb u¨ndel kennen wir bereits, hinzu kommt
noch das Dirac-B u¨ndel und allgemeiner beliebige aus Tangential- und Spinorb u¨n-
del konstruierte Vektorb u¨ndel.
Die Darstellung ist angelehnt an [Dim82] und [Ver96], siehe auch die Origi-
nalarbeit von Lichnerowicz [Lic64].
Clifford-Algebra und die Gruppe Spin
Zur Definition von Spinoren u¨ber einer beliebigen Raumzeit f u¨hren wir zun a¨chst







sei die komplexe, assoziative Algebra mit

















Die Dirac-Matrizen erh a¨lt man nach der Wahl einer treuen Darstellung  der
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Nach einem Satz von Pauli sind alle derartigen Darstellungen a¨quivalent: Sind






in  1+: > , so gilt f u¨r die entsprechenden

















mit einer nichtsingul a¨ren Matrix   8;:
 =<  	
, die bis auf einen skalaren Faktor
eindeutig bestimmt ist.
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Mit Hilfe der ﬁ -Matrizen kann man nun die universelle ¨Uberlagerungsgruppe























Aufgrund der Antikommutationsrelation (1.1) der Diracmatrizen muß f u¨r die



















Element der Lorentzgruppe 6 .





























isomorph zu   : (2,  ) ist.
Da wir im folgenden nur vierdimensionale Lorentzmannigfaltigkeiten betrach-







. Es sei aber bemerkt,
daß sich diese Konstruktion auch auf h o¨herdimensionale Lorentzmannigfaltigkei-
ten u¨bertragen l a¨ßt.
Spin-Strukturen
Die Konstruktion des Spinorb u¨ndels h a¨ngt eng zusammen mit dem B u¨ndel der








sei raum- und zeitorientierbar, und eine Ori-














8 9C:=<=<=< : >
u¨ber einem Punkt  der Raum-
zeit verstehen wir ein orientiertes System von vier Tangentialvektoren aus    ,
























, ordnen wir jeder solchen Basis  eine Matrix    . ﬂ 	
zu. Diese Zuordnung weist ein vern u¨nftiges Transformationsverhalten unter Ko-
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, und die Menge der Orthonormalbasen
wird zu einem Faserb u¨ndel u¨ber  , dem Orthonormalrahmenb u¨ndel   .
Dar u¨ber hinaus operiert aber auch die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe
auf dem B u¨ndel: unter einer Lorentztransformation 73 6 C E geht jede Orthonor-















und jeder Basiswechsel wird durch eine solche Lorentztransformation vermittelt.
Man sieht leicht, daß auf diese Weise eine freie, transitive Rechtswirkung . von
6
C E auf   definiert wird.   wird somit zu einem 6 C E -Hauptfaserb u¨ndel.








6DCE : Ein Tangentialvektor kann durch die Wahl einer
Orthonormalbasis in   sowie von vier Komponenten aus  1/: > charakterisiert
werden. Jede Lorentztransformation wirkt sowohl auf die Orthonormalbasis, als
auch (entgegengesetzt) auf die Komponenten, aber der dadurch definierte Tangen-
tialvektor bleibt der gleiche. Also ist ein Tangentialvektor eine Bahn in     1/: >
unter der Wirkung der Lorentzgruppe, und das Tangentialb u¨ndel ist der Bahnen-
raum.
Zur Definition von Spinoren m u¨ssen wir das 6 C E -Hauptfaserb u¨ndel zu einem





f u¨r  ist ein   
9
-Hauptfaserb u¨ndel G u¨ber



















. die Rechtswirkung von   
9











Gleichung (1.2) zugeordnete Lorentztransformation.
Die Existenz einer solchen Spin-Struktur h a¨ngt von den globalen topologi-
schen Eigenschaften der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit ab und wird durch
die zweite Stiefel-Whitney-Klasse charakterisiert. Falls es eine Spin-Struktur gibt,
muß sie auch keineswegs eindeutig sein.
Da wir uns im weiteren auf global hyperbolische Raumzeiten beschr a¨nken wer-
den, gen u¨gt uns folgendes Resultat [Wal84]:
Satz 1.1. Jede global hyperbolische Raumzeit besitzt eine Spin-Struktur. Das Bu¨n-
del 

ist in diesem Fall trivial.
Dirac-B u¨ndel
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Gem a¨ß unserer Konstruktion der Gruppe   
9
als Untergruppe von 8;:
 =<ﬃ 	









































Ein (globales) Spinorfeld u¨ber  ist dann ein glatter Schnitt          	 .





























le Vektorraum. Schnitte in    heißen Kospinorfelder, die Menge der Schnitte


































































Aus dem Tangential-, dem Diracb u¨ndel und ihren dualen B u¨ndeln lassen sich
nun Tensorprodukte bilden, und wir erhalten beliebige Spinor-Tensorfelder als
Schnitte in diesen B u¨ndeln.
Das Diracb u¨ndel u¨ber einer Untermannigfaltigkeit 
!
 ist das zur u¨ckge-








die nat u¨rliche Einbettung ist.















im Spinrahmenb u¨ndel definiert

















8 9C:=<=<=< : >








   die Quotientenabbildung.

































> wegen der transitiven




























, und f u¨r die Komponenten des Spinorfeldes in der
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>    
9
, transformieren sich


















































Durch Bildung von Tensorprodukten dieser gleitenden Basen erhalten wir Ba-
















































































Hochgestellte Kleinbuchstaben bezeichnen stets Komponenten in 
 , tiefgestell-
te solche in    ; entsprechend beziehen sich hoch- und tiefgestellte Großbuch-
staben auf Basen in   und 

 .































































































die Dirac-Matrizen in einer beliebigen Dar-
stellung sind. Die Komponenten von ﬁ sind unabh a¨ngig von der gleitenden Basis,































































Kontraktionen u¨ber duale Spinorindizes k o¨nnen wie im Tangential- und Kotan-
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Wir verwenden, wenn nicht anders angegeben, die u¨bliche Summationskonvention.






















































































































































hinauf- und hinuntergezogen, griechische, die sich stets auf eine Koordinaten-
basis beziehen, mit 
ﬂ.
.























Wenn wie hier die Spinorindizes weggelassen werden, fassen wir die ﬁ
ﬂ
als Matri-

































Die Kontraktion des total antisymmetrischen Pseudoeinheitstensors  mit vier
















Nach Wahl einer lokalen Basis erhalten wir auf diese Weise, zusammen mit der




, sechzehn linear unabh a¨ngige Matrizen.




 , und man kann mit ihnen
rechnen, wie man es aus dem Minkowskiraum gew o¨hnt ist.
Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes ﬀ l a¨ßt sich auch in einer Ortho-
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im Gegensatz zur Symmetrie   
!

  der Christoffelsymbole bez u¨glich einer
Koordinatenbasis.







































Je nach Problem kann es von Vorteil sein, in einer Koordinaten- oder einer
Orthonormalbasis zu rechnen. Im Spinorb u¨ndel jedoch gibt es keine Koordinaten-
basis. Wir werden aber aufgrund von Satz 1.1 stets die M o¨glichkeit haben, eine glo-
bale Basis des Dirac-B u¨ndels zu w a¨hlen, und der Einfachheit halber unterdr u¨cken
wir daher meist die Spinorindizes.
Dirac-Konjugation und Skalarprodukt
Die adjungierten Gamma-Matrizen ﬁ . erf u¨llen ebenfalls die Antivertauschungs-
relationen (1.1). Also muß es eine Matrix 
 geben, so daß ﬁ . ! 
 ﬁ . 









































1 ( ?%ACB  ! ( ) setzt man dann 
 > !    1 
   1 .
Die Matrix 
 erm o¨glicht es uns, zu einem Spinorfeld  das adjungierte Kospi-












 , wobei der Querstrich die komplexe









































Fassen wir einen Spinor  als Spaltenvektor und einen Kospinor ﬀ als Zeilen-












 , und man
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Mit Hilfe dieser antilinearen Abbildung k o¨nnen wir nun eine Sesquilinearform
auf dem Diracb u¨ndel definieren: Sei

























in jedem Punkt @  eine Sesquilinearform auf    . Analog definieren wir





























Die gew a¨hlte Normierung von 
 zeichnet sich gerade dadurch aus, daß diese Ses-
quilinearform positiv definit ist und somit ein Skalarprodukt definiert [Dim82].


















Die Dirac-Konjugation und damit das Skalarprodukt ist zun a¨chst abh a¨ngig von


























































































Die Abbildung   ist somit eine Isometrie, die mit der Konjugation vertauscht.
Bis auf diese Isometrie ist also die Konstruktion von der Darstellung der Gamma-
matrizen unabh a¨ngig.
Spinzusammenhang







l a¨ßt sich wie folgt vom Tangential-
in das Diracb u¨ndel liften:
Durch den Levi-Civita´-Zusammenhang in 
 erh a¨lt auch das assoziierte 6 C E -
Hauptfaserb u¨ndel   einen Zusammenhang, charakterisiert durch die Lie( 6 C E )-
wertige Zusammenhangsform. Da die Gruppen 6 C E und   
9
lokal isomorph sind,
sind ihre Lie-Algebren Lie( 6DCE ) und Lie(   
9
) isomorph. Die Zusammenhangs-




 nach G zur u¨ckziehen und
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definiert hier als Lie(   
9
)-wertige Einsform einen Zusammenhang. Dadurch ist
auch auf dem assoziierten Vektorb u¨ndel   ein Zusammenhang definiert, der
Spinzusammenhang.
Die kovariante Ableitung eines Spinorfeldes  l a¨ßt sich in einer lokalen Ortho-













































F u¨r gemischte Spinor-Tensoren wird die kovariante Ableitung auf die u¨bliche
























































































Auch f u¨r den Spinzusammenhang gibt es einen Kr u¨mmungstensor. Man defi-




















































Zwischen dem Spin-Kr u¨mmungstensor und dem Kr u¨mmungstensor des Levi-





















Dies folgt direkt aus der in Gleichung (1.3) angegebenen Form der Christoffelsym-
bole.
Multipliziert man mit zwei weiteren ﬁ -Matrizen und kontrahiert u¨ber die Vek-






















. ist hierbei der gew o¨hnliche Kr u¨mmungsskalar. Diese Identit a¨t werden wir sp a¨ter
noch ben o¨tigen.
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Bi-Spinoren
Ein letztes Vektorb u¨ndel werden wir noch ben o¨tigen: Oftmals hat man es mit Funk-
tionen zu tun, die von zwei Punkten der Raumzeit abh a¨ngen und jeweils Werte in
einem Vektorb u¨ndel annehmen. Bei uns wird dies konkret die Zweipunktfunktion
sein.
Als Beispiel betrachten wir das Produkt eines Spinors und eines Kospinors aus

















Der Index   transformiert sich also wie ein Spinorindex im Punkt  , der Index 
wie ein Kospinorindex im Punkt

.
Dieses Produkt l a¨ßt sich als Schnitt in einem neuen Vektorb u¨ndel auffassen,
dem Bispinor-B u¨ndel       , auch das a¨ußere Tensorprodukt von   und


 genannt. Dies ist das B u¨ndel u¨ber der Produktmannigfaltigkeit    ,























Glatte Schnitte in       heißen Bi-Spinoren.
Ein spezieller Bi-Spinor ist der Bi-Spinor des Paralleltransports  . In einer
konvex normalen Umgebung
 
eines Punktes    ist jeder Punkt  durch
eine eindeutige Geod a¨te mit  verbunden. Jeder Spinor im Punkt  l a¨ßt sich nun
entlang dieser Geod a¨te nach



































Dieser Paralleltransport-Bispinor ist aber im allgemeinen nicht global definiert.












von    kon-
































































Die Verallgemeinerung auf beliebige Spinor-Tensoren geschieht analog.
Auf offensichtliche Weise kann man u¨ber Indizes des gleichen Vektorraumes



















Die mikrolokale Analysis besch a¨ftigt sich mit der Untersuchung von Distribu-
tionen und ihren Singularit a¨ten, insbesondere im Hinblick auf Anwendungen in
der Theorie der partiellen Differentialgleichungen. Ein wesentliches Werkzeug zur
Charakterisierung von Singularit a¨ten ist dabei die Wellenfrontmenge, ein mathe-
matisches Konzept, das sich in der Theorie der partiellen Differentialoperatoren
und allgemeiner der Pseudodifferentialoperatoren als sehr n u¨tzlich herausgestellt
hat.
Wir stellen hier die f u¨r uns wichtigsten Definitionen und S a¨tze zusammen. De-
tails findet man in den grundlegenden Arbeiten von Duistermaat und H o¨rmander
[H o¨r71, DH72], sowie zum Beispiel in den Monographien [H o¨r90, Tay81, RS75].
F u¨r vektorwertige Distributionen gibt es eine Erweiterung des Begriffs der
Wellenfrontmenge, die Polarisationsmenge. Sie enth a¨lt zus a¨tzlich zu den in der
Wellenfrontmenge enthaltenen Informationen Aussagen u¨ber die Richtungen, in
denen eine vektorwertige Distribution am st a¨rksten singul a¨r ist. Wir geben die
wichtigsten Resultate aus der Arbeit von Dencker an [Den82].
2.1 Distributionen
R a¨ume von Distributionen
Der Raum der Testfunktionen in einem offenen Teilraum ( ! 
 
ist die Men-
ge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tr a¨ger in
(
,
versehen mit der Topologie der gleichm a¨ßigen Konvergenz aller Ableitungen. Wir













, der Raum der Distributionen.
Wichtig sind außerdem  
>
  ( 	
, der Raum der Distributionen mit kompaktem
Tr a¨ger in
(





, der Raum der temperierten Distributionen, das ist der










der glatten Funktionen auf
(
ist als Teilraum in 	 >
 )( 	
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Es ist sogar jede Distribution Grenzwert einer Folge von glatten Funktionen. Man
spricht daher auch von Distributionen als verallgemeinerten Funktionen.
Im Gegensatz zu Funktionen k o¨nnen Distributionen jedoch Singularit a¨ten auf-
weisen:
Definition 2.1. Der singula¨re Tra¨ger  	
  einer Distribution   	 >
 )( 	
ist die Menge aller Punkte aus
(


























zu schreiben. Dies geht nat u¨rlich nur formal, und in den Punk-
ten 0 










































Um eine Operation vom Raum der Testfunktionen auf den Raum der Distri-
butionen zu verallgemeinern, nutzt man stets die Dualit a¨t aus: zum Beispiel sind
beliebige Ableitungen von Distributionen definiert, indem man diese auf die Test-































































































Satz 2.1. Umgekehrt la¨ßt sich       
 
	






























































Distributionen mit kompaktem Tra¨ger werden auf glatte Funktionen abgebildet.
Die Untersuchung der Fouriertransformierten gibt uns Aufschluß u¨ber m o¨gli-
che Singularit a¨ten einer Distribution, wie folgender Satz zeigt:













































































































Bis jetzt haben wir Distributionen nur u¨ber dem euklidischen Raum definiert, die
¨Ubertragung auf beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeiten ist aber problemlos
m o¨glich. Wir untersuchen zun a¨chst das Verhalten von Distributionen unter Koor-
dinatentransformationen:









und ﬀ  	
>
 )*	






























Satz 2.5. Dies ist die eindeutige stetige Erweiterung des Zuru¨ckziehens von glatten
Funktionen auf den Raum der Distributionen.
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Eine Distribution auf einer Mannigfaltigkeit wird nun durch Zusammenkleben
von Distributionen auf den Kartengebieten definiert:






  (    !      ! 
 
) eine Distribution     	 >      	

































eine Distribution  auf  genannt. Die Menge aller





Man kann sich fragen, warum man den Raum der Distributionen u¨ber einer
Mannigfaltigkeit nicht einfach als den Dualraum der Menge der differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Tr a¨ger definiert. Da im allgemeinen kein ausgezeich-
netes Volumenelement definiert ist, ist dann eine nat u¨rliche Einbettung der glatten
Funktionen nach Gleichung (2.1) nicht m o¨glich. Diese Definition f u¨hrt stattdes-
sen auf Distributionsdichten. Im Falle (Pseudo-)Riemannscher Mannigfaltigkeiten
kann man aber mit Hilfe des vorgegebenen Volumenelementes Funktionen und
Dichten identifizieren, und beide Definitionen sind gleichwertig.
2.2 Pseudodifferentialoperatoren





























































































































dr u¨cke zulassen, so erhalten wir einen Pseudodifferentialoperator. Die Funktion ﬁ




des Operators  . Wir verzichten auf die allgemeine
Definition eines Symbols, da wir es im folgenden nur mit klassischen Pseudodif-
ferentialoperatoren zu tun haben werden. Genaueres findet man zum Beispiel in
[Tay81].
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Definition 2.6. Ein klassischer Pseudodifferentialoperator  wird durch Glei-































































Die ¨Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten liegt auf der Hand: Man definiert den
Operator in jedem Kartengebiet und verlangt, daß die Wirkung der Operatoren in
jedem Durchschnitt zweier Kartengebiete dieselbe ist.







Betrachtet man das Verhalten des Symbols unter Koordinatentransformationen,
so zeigt sich, daß das Hauptsymbol eine wohldefinierte Funktion auf dem Kotan-
gentialb u¨ndel ist, ebenso das Unterhauptsymbol, wenn der Operator auf Halbdich-
ten wirkt.
Definition 2.7. Die charakteristische Menge eines Pseudodifferentialoperators 











































































, f u¨r die also in























Der Punkt bedeutet stets Ableitung nach dem Kurvenparameter
ﬂ
.





und ﬁ sein Hauptsymbol. Die Integralkurven des
Hamiltonschen Vektorfeldes 

in der charakteristischen Menge von ﬁ heißen die
Bicharakteristiken, ihre Projektionen auf  die bicharakteristischen Kurven von

.
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Als Beispiel wollen wir die Bicharakteristiken f u¨r einen speziellen Operator
ausrechnen, der uns noch mehrfach begegnen wird:








, so daß # D!      	 4 ﬂ5 4 ,


























sind gerade die Nullgeoda¨ten in  .
























 ﬃﬂ%	 fu¨r alle ﬂ .
















































































Der Term mit Ableitungen von
 
verschwindet auf der Kurve, da dort ﬁ
!F#
.












 . . Die Bedingung ﬁ
! #










Es bleibt zu zeigen, daß 
 ﬃﬂ%	







 1ﬂ    	+	



































































































































Den letzten Schritt erh a¨lt man nach Einsetzen der Christoffelsymbole durch ele-
mentare Umformungen.
Der soeben untersuchte Wellenoperator ist ein Beispiel f u¨r eine Klasse von
Operatoren mit g u¨nstigen Eigenschaften:






























Bereits in Satz 2.3 haben wir festgestellt, daß die Fouriertransformierte einer in der
Umgebung eines Punktes lokalisierten Distribution Aufschluß u¨ber m o¨gliche Sin-
gularit a¨ten in diesem Punkt geben kann. Die Idee ist nun, genauer die Richtungen
im Fourierraum zu analysieren, die diese Singularit a¨ten erzeugen, und nicht nur
zu fragen, ob die Fouriertransformierte schnell abf a¨llt, sondern auch, in welchen
Richtungen dies der Fall ist.





























































. Eine Umgebung 








































Dies liest man direkt an der Fouriertransformierten ab:








Die Wellenfrontmenge enth a¨lt jedoch nicht immer den gesamten Raum u¨ber
einem Punkt des singul a¨ren Tr a¨gers:





















































Satz 2.7. Die Wellenfrontmenge einer Distribution   	 >   ( 	 hat die folgenden
wichtigen Eigenschaften:














Insbesondere ist die Wellenfrontmenge einer glatten Funktion leer.







































die Anwendung eines Pseudodifferentialoperators vergro¨ßert also nicht die
Wellenfrontmenge (pseudolokale Eigenschaft).






































































































































Dieser Satz sagt uns also, daß sich die Elemente der Wellenfrontmenge unter
einer Koordinatentransformation wie Kotangentialvektoren transformieren. Man
kann die Wellenfrontmenge also als eine Teilmenge des Kotangentialb u¨ndels auf-
fassen.
F u¨r eine Distribution  u¨ber einer Mannigfaltigkeit  definiert man dann die
Wellenfrontmenge in jedem Kartengebiet und erh a¨lt durch Zusammenkleben der
















Eine zweite Charakterisierung der Wellenfrontmenge gibt der folgende Satz,
der uns insbesondere bei der Verallgemeinerung auf vektorwertige Distributionen
leiten wird:
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Satz 2.9. Sei   	 >
 )( 	









Der Durchschnitt wird u¨ber alle Pseudodifferentialoperatoren    G9  )( 	 gebil-
det, so daß         ( 	 .
Ein f u¨r die Anwendung in der Theorie partieller Differentialgleichungen be-
sonders wichtiges Resultat aus der Arbeit von Duistermaat und H o¨rmander [DH72]
ist der folgende Satz u¨ber die Ausbreitung von Singularit a¨ten:
Satz 2.10. Sei  ein Pseudodifferentialoperator auf  vom reellen Haupttyp mit


































ist invariant unter dem Hamiltonschen Vektorfeld 

.
Speziell f u¨r die L o¨sung einer homogenen Differentialgleichung  
! #
ist




eine Vereinigung von Bicharakteristiken von

. Als Beispiel betrachten wir wieder den Differentialoperator aus Beispiel 2.6:






























































Liegen die Punkte 
ﬀ
  auf einer Nullgeoda¨te ﬁ , so daß  kotangential
an ﬁ in  ist und
3



















2.4 Multiplikation von Distributionen
Im Gegensatz zu differenzierbaren Funktionen kann man Distributionen im allge-
meinen nicht punktweise miteinander multiplizieren. Man kann zeigen, daß sich
der Raum der Distributionen nicht stetig in eine assoziative differentielle Algebra











F u¨r Details zu diesem Abschnitt siehe auch das Buch von Oberguggenberger
[Obe92].
Beispiel 2.3. Wir betrachten das Produkt der Heaviside-Funktion 	 mit der Di-
racschen







und 	   	 f u¨r  
#
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Offensichtlich h a¨ngt aber das Resultat von der Regularisierung ab: W a¨hlen wir



























( f u¨r  










Eine sinnvolle Definition des Produktes sollte aber von der Regularisierung
unabh a¨ngig sein.
F u¨r bestimmte Klassen von Distributionenl a¨ßt sich dennoch ein sinnvolles Pro-
dukt definieren. Zun a¨chst einmal kann man nat u¨rlich beliebige Distributionen mit
glatten Funktionen multiplizieren. Aber auch unter schw a¨cheren Annahmen exi-
stieren Produkte. In Anlehnung an den Zusammenhang zwischen Multiplikation
und Faltung von glatten Funktionen (Satz 2.4) definieren wir:














, zwei Distributionen. Wir sagen,
ihr Fourier-Produkt existiert als die Distribution ﬀ  	
>
 )( 	








gibt, identisch ( auf einer Umgebung von  ,





























Es gibt a priori noch andere M o¨glichkeiten, das Produkt zu definieren. Wir
werden jedoch nur mit dieser Definition arbeiten und sprechen daher statt vom
Fourierprodukt einfach vom Produkt zweier Distributionen.
Das Produkt ist, falls es existiert, eindeutig. Da die Definition lokal ist, l a¨ßt sie
sich problemlos auch auf Mannigfaltigkeiten u¨bertragen.
Das Produkt zweier Distributionen mit disjunktem Tr a¨ger ist offensichtlich
Null. Es ist auch leicht einzusehen, daß das Produkt f u¨r zwei Distributionenmit dis-
junktem singul a¨ren Tr a¨ger stets existiert. F u¨r die Existenz eines Produktes gen u¨gt
aber auch eine einfache Bedingung an die Wellenfrontmengen der Faktoren:













































Dann existiert das Fourierprodukt 






































  aus Beispiel 2.2 mit sich








































Schließlich sei noch hingewiesen auf den Zusammenhang mit der Regularisie-
rung durch glatte Funktionen mit anschließendem ¨Ubergang zum Grenzwert der
Produkte, der in der Motivation angesprochen wurde [Obe86]:
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, und ihr Fourier-Produkt 

ﬀ existiere. Dann






























und stimmt mit dem Produkt 

ﬀ u¨berein.

































































. Ein solches Tupel kann man



























































































































Entsprechend ist ein Pseudodifferentialoperator zwischen zwei Vektorb u¨ndeln ein
Operator, der in jeder lokalen Trivialisierung diese Form hat. Die Menge der Pseu-
dodifferentialoperatoren vom Grad  zwischen den Vektorb u¨ndeln  und  u¨ber









Die Verkn u¨pfung zweier Systeme von Pseudodifferentialoperatoren ist auf na-














































ist definiert als die Verei-
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Polarisationsmenge
Wir definieren jetzt die Polarisationsmenge einer vektorwertigen Distribution und
nennen ihre wichtigsten Eigenschaften. Weitere Einzelheiten finden sich in der Ori-
ginalarbeit von Dencker [Den82].














































	 	  
wobei der Durchschnitt u¨ber alle (   -Systeme von klassischen Pseudodifferen-

































f u¨r jede Distribution





F u¨r eine Distribution mit Werten in einem Vektorb u¨ndel  u¨ber  definiert
man die Polarisationsmenge in jeder lokalen Trivialisierung. Es ist klar, daß dies





Die Polarisationsmenge gibt an, in welchen Richtungen eine vektorwertige
Distribution die st a¨rksten Singularit a¨ten besitzt. Dies wollen wir anhand einiger
Beispiele verdeutlichen:
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F u¨r skalare Distributionen liefert die Polarisationsmenge aufgrund von Satz 2.9
wieder genau die Informationen der Wellenfrontmenge. F u¨r vektorwertige Distri-
butionen erhalten wir die Wellenfrontmenge zur u¨ck, indem wir die nichttrivialen
Punkte der Polarisationsmenge auf das Kotangentialb u¨ndel projizieren:

















































In diesem Sinne ist die Polarisationsmenge also eine Verfeinerung der Wellen-
frontmenge.
Uns interessiert nun das Verhalten der Polarisationsmenge unter Anwendung
eines Systems von Pseudodifferentialoperatoren. Wir wissen bereits aus Satz 2.7,
daß dies die Wellenfrontmenge nicht vergr o¨ßert. F u¨r die Polarisationsmenge gilt
der folgende Satz:






























wobei a auf der Faser operiere: !     
  	  !     
$!    	 	  	 .






























u¨ber einer konischen Umgebung von
 ﬃﬃ,3%	
.
Ausbreitung von Singularit a¨ten
Wir wenden uns jetzt der Frage zu, welche Aussagen man u¨ber die Polarisations-
menge einer Distribution machen kann, die L o¨sung eines Systems von partiellen
Differentialgleichungen oder allgemeiner Pseudodifferentialoperatoren ist.
Zun a¨chst m u¨ssen wir jedoch Einschr a¨nkungen an die betrachteten Operatoren
machen:









  , falls


















in einer Umgebung von
 ﬃ 43%	









  , wenn es dies
in jedem Punkt  ﬃ 43%	  ist.
30 KAPITEL 2. MIKROLOKALE ANALYSIS
Bemerkung. Die Wahl von ﬁ und
 
ist nicht eindeutig. Man kann jedoch zeigen,
daß die Freiheit nur in der Multiplikation mit einer glatten, nicht verschwindenden
Funktion auf    A besteht.
F u¨r ein System von Pseudodifferentialoperatoren  vom reellen Haupttyp de-



















W a¨hlt man lokal ﬁ , so daß ﬁﬁ
!  








Haupttyp ist, ist dies eine Hyperfl a¨che mit nicht-radialem Hamilton-Feld 

, und
die Dimension von 
A
	





































in   liegen.
Nach Satz 2.10 ist die Wellenfrontmenge eine Vereinigung von Bicharakteri-
stiken von
 
in   . Da die Wellenfrontmenge nicht von der Wahl von
 
abh a¨ngen
kann, folgt, daß eine andere Wahl von ﬁ und
 
auf die gleichen Bicharakteristiken
f u¨hren muß. Dies sieht man auch leicht, indem man das Vektorfeld 

mit dem





















auf   , da dort
 
verschwindet. Die Multiplikation von 

mit einer nicht ver-
schwindenden glatten Funktion
 










   	 !

 ﬃﬂ    	 	
, wobei die Parametertransformation
  1ﬂ%	












































f u¨hrt also auf die gleichen Bicharakteristiken (als unpara-
metrisierte Kurven), und wir werden daher einfach von Bicharakteristiken in  
sprechen, ohne auf ein spezielles
 
Bezug zu nehmen.




Vereinigung von Bicharakteristiken in   ist. Es stellt sich nun die Frage, wie sich
die Polarisationsvektoren entlang dieser Bicharakteristiken verhalten, und es wird
sich herausstellen, daß sie einem einfachen Paralleltransportgesetz gehorchen.
Wir betrachten also ein    -System von Pseudodifferentialoperatoren 


































ist das Hauptsymbol von  , und ﬁ








































































































das Hamiltonsche Vektorfeld von
 
.






























Dies ist ein partieller Zusammenhang entlang der Bicharakteristiken in   , al-
so ein Zusammenhang in allen


-Vektorb u¨ndeln u¨ber diesen Bicharakteristiken.
Es gilt aber sogar folgendes:
Satz 2.16. Durch (2.3) wird ein partieller Zusammenhang auf    definiert. Ins-














ﬁ entlang ﬁ , und die Glei-
chung  
 !$#





Bemerkung. Die Definition des Zusammenhanges ist wiederum abh a¨ngig von der
Wahl von ﬁ und
 
. Eine geschickte Wahl von ﬁ kann sich zwar in konkreten Rech-
nungen durchaus bezahlt machen, man kann jedoch zeigen, daß L o¨sungen der Glei-
chung  
 ! #
in    durch eine andere Wahl nur um einen skalaren Faktor
ver a¨ndert werden. Dies motiviert die folgende Definition:
Definition 2.17. Ein Hamilton-Orbit eines Systems  vom reellen Haupttyp ist





  entlang einer Bicharakteristik in   , aufgespannt
von einem Vektorfeld

, das die Gleichung  
 ! #
erf u¨llt, das also parallel
bez u¨glich des Zusammenhanges   ist.
Die Hamilton-Orbits h a¨ngen somit nicht von der Wahl von ﬁ ab. Damit ha-
ben wir alle Vorbereitungen getroffen, um das folgende Hauptresultat aus [Den82]
anzugeben:
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Theorem 2.17. Sei  ein    -System von Pseudodifferentialoperatoren auf







. Weiterhin sei  im Punkt
 1ﬃ,3%	
 


















eine Vereinigung von Hamilton-Orbits von  .
Zur Illustration betrachten wir eine physikalische Anwendung (vergleiche auch
[Rad97]):
Beispiel 2.8. Wir untersuchen die Maxwell-Gleichungen in einer Raumzeit  .














































































Die Punkte stehen f u¨r Terme, die keine Ableitungen enthalten und in der weiteren
Rechnung keine Rolle spielen.

































































































































































ist also ein skalares Symbol vom reellen Haupttyp, und seine Bicharakteristiken






lichtartigen Vektoren aus 









der Dencker-Zusammenhang wirkt, der gesamte Tangentialraum.
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entlang einer Bicharakteristik, wobei wir die Ha-
miltonschen Gleichungen eingesetzt haben.























































































das heißt er entspricht gerade dem gew o¨hnlichen Levi-Civita´-Zusammenhang im
Tangentialb u¨ndel.
Die Hamilton-Orbits f u¨r die Maxwell-Gleichungen sind also die parallelen
Vektorfelder entlang von Nullgeod a¨ten, und die Polarisationsmenge einer Distri-
butionsl o¨sung der Maxwellgleichungen ist eine Vereinigung solcher Hamilton-
Orbits.
Dies l a¨ßt sich so interpretieren, daß die Bahn eines Lichtstrahls, der sich in
einer gekr u¨mmten Raumzeit ausbreitet, eine Nullgeod a¨te ist und der Polarisations-
vektor entlang der Bahn paralleltransportiert wird.
2.6 Sobolev-R a¨ume und Skalengrad
Unsere ¨Uberlegungen zur Analyse von Singularit a¨ten gingen davon aus, daß der
Abfall der Fouriertransformierten im Unendlichen Aufschluß u¨ber die Singula-
rit a¨ten einer Distribution gibt. Eine feinere Klassifikation der St a¨rke von Singula-
rit a¨ten erreicht man, indem man nicht nur untersucht, ob und in welchen Richtun-
gen die Fouriertransformierte schnell abf a¨llt, sondern auch, wie schnell sie abf a¨llt.
Dies f u¨hrt zum Begriff der Sobolev-Ra¨ume:
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Dieses Konzept l a¨ßt sich lokalisieren:






























































4 , wenn es f u¨r jede Karte      , 
9











































f u¨r alle    .
Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen Sobolev-R a¨umen und Dif-
ferenzierbarkeit:






























  , dann ist 
 
-mal stetig differenzierbar in  .


























































































wobei sich das Integral u¨ber eine konische Umgebung  

erstreckt.
Definition 2.21. Die 
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Man kann zeigen, daß Satz 2.10 u¨ber die Ausbreitung von Singularit a¨ten auch
f u¨r diese 
















Der Durchschnitt wird u¨ber alle Pseudodifferentialoperatoren  0 9
 )( 	
gebildet,




Auch die Polarisationsmenge l a¨ßt sich in diesem Sinne verallgemeinern:
Definition 2.22. Die 






















































































Auch der Satz u¨ber die Ausbreitung von Singularit a¨ten vektorwertiger Distri-
butionen gilt f u¨r diese 

-Polarisationsmenge [Ger83].
Sind zwei Distributionen hinreichend regul a¨r, so kann man ihr Produkt definie-
ren, auch ohne daß ihre Wellenfrontmengen die in Satz 2.12 angegebene Bedin-
gung erf u¨llen [Obe86]:














































































In der physikalischen Literatur wird die St a¨rke einer Singularit a¨t meist durch
den Skalengrad der Distribution charakterisiert [Ste71, Pra97]:






























im Sinne von Distributionen

ﬀ




ist dabei wie eine Funktion notiert. In korrekter









































. (  % ist die gr o¨ßte ganze Zahl kleiner oder gleich  .)
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Wir fassen einige Eigenschaften des Skalengrades zusammen:













, und  ein Multiindex.










































































































. Die singul a¨re Ordnung ist    .
2.7 Skalarprodukte vektorwertiger Distributionen


































































. Es ist nun naheliegend zu fragen, auf welche Distri-
butionen ein solches Produkt verallgemeinert werden kann.
Klar ist, daß das Produkt existiert, wenn die Distributionen so regul a¨r sind, daß














, dann existieren die komponentenweisen Produkte. Ebenso ist das der





































Es ist aber zu erwarten, daß das Produkt auch existieren kann, wenn in den
Punkten, die diese Bedingung nicht erf u¨llen, die Richtungen der st a¨rksten Singu-






































In der Literatur scheinen solche Produkte bisher wenig Beachtung gefunden
zu haben, das einzige bekannte Resultat besch a¨ftigt sich mit der Ausdehnung des
Produktes auf die folgenden R a¨ume von Distributionen [Nat89]:
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-kompatibel ist, erscheint nat u¨rlich, denn sie




leicht sieht. Beide Bedingungen sind sogar a¨quivalent. Es gibt jedoch Beispiele











-kompatibel sein soll, ist also eine echte





kann man aber zeigen, daß je-
de kompatible Bilinearform automatisch regul a¨r kompatibel ist, zum Beispiel f u¨r
Differentialoperatoren erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Wir formulieren das obige Resultat f u¨r solche Operatoren in einer schw a¨cheren
Form, die f u¨r unsere Zwecke ausreicht:



















































































































































zwei Distributionen, deren Polarisations-
menge der Durchschnitt der Mengen  















fast“ das Sobolev-Kriterium f u¨r die Multiplizier-



























Um in einer gekr u¨mmten Raumzeit Quantenfeldtheorien formulieren zu k o¨nnen,
ist es n o¨tig, einige vertraute Hilfsmittel der Quantisierung im Minkowskiraum
aufzugeben. Zum Beispiel steht keine (globale) Fouriertransformation mehr zur
Verf u¨gung, die im u¨blichen Zugang im Minkowskiraum zur Unterscheidung von
L o¨sungen positiver und negativer Frequenz, also zur Auszeichnung des Einteil-
chenhilbertraumes f u¨hrt.
Tats a¨chlich hat das Fehlen der Poincare´-Invarianz zur Folge, daß es im allge-
meinen gar keinen ausgezeichneten Vakuumzustand gibt, der im Minkowskiraum
ja gerade durch seine Invarianz unter Poincare´-Transformationen sowie die Spek-
trumsbedingung ausgezeichnet ist. Dies f u¨hrt dazu, daß in gekr u¨mmter Raumzeit
eine Interpretation der Quantenfeldtheorie als Theorie von Elementarteilchen nicht
ohne weiteres m o¨glich ist.
Der ad a¨quate Zugang, der zumindest einige der technischen Probleme um-
geht, ist der der algebraischen Quantenfeldtheorie. Hier baut die Theorie nicht auf
den Feldoperatoren in einem gegebenen Hilbertraum auf, sondern auf den abstrak-
ten Algebren, die von ihnen erzeugt werden. Somit wird es m o¨glich, alle a prio-
ri gleichberechtigten Darstellungen der Theorie gleichermaßen zu behandeln. Im
Nachhinein muß dann ein Analogon zur Spektrumsbedingung formuliert und so
eine Klasse von physikalischen Zust a¨nden ausgezeichnet werden.
Der erste Abschnitt dieses Kapitels gibt eine kurze Einf u¨hrung in die Konzepte
der algebraischen Quantenfeldtheorie. Anschließend wenden wir uns den beiden
einfachsten Modellen zu, die wir in dieser Arbeit untersuchen wollen: dem freien
Klein-Gordon-Feld sowie dem freien Dirac-Feld. Im letzten Abschnitt werden wir
dann die Zust a¨nde charakterisieren, die als physikalisch relevant angesehen wer-
den: die Hadamard-Zust a¨nde.
Als allgemeine Literatur zu dem Thema dieses Kapitels dienen die Lehrb u¨cher
[BD82, Ful89, Wal94].
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3.1 Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie
Auch die algebraische Quantenfeldtheorie wurde urspr u¨nglich f u¨r den Minkow-
skiraum formuliert und geht auf eine Arbeit von Haag und Kastler zur u¨ck [HK64],
siehe auch das Lehrbuch [Haa96]. Eine Verallgemeinerung auf beliebige Lorentz-
Mannigfaltigkeiten wurde von Dimock vorgeschlagen [Dim80].
Das fundamentale Objekt eines quantenfeldtheoretischen Modells in der Sicht-
weise der algebraischen Quantenfeldtheorie ist ein Netz von 

-Algebren: jeder re-
lativ kompakten offenen Teilmenge
 



































Damit ein solches Netz tats a¨chlich eine physikalische Theorie beschreibt, muß




















besitzt eine treue irreduzible Darstellung.




















4. Kausalit a¨t: Ist
 
1

























5. Kovarianz: F u¨r jede Isometrie        	       	 der Raumzeit gibt




































Zus a¨tzlich werden vielfach einige technische Forderungen an die lokalen Algebren
gestellt.


















. Die Wahl eines
Zustandes l a¨ßt sich so interpretieren, daß jeder Observablen ein Erwartungswert
zugewiesen wird.
Nicht alle Zust a¨nde auf einer Observablenalgebra sind physikalisch akzepta-
bel. Im Minkowskiraum verlangt man, daß es einen Vakuumzustand gibt, der die
Spektrumsbedingung erf u¨llt. In einer gekr u¨mmten Raumzeit l a¨ßt sich diese Bedin-
gung so nicht formulieren, und man muß die physikalisch relevanten Zust a¨nde auf
eine andere Weise charakterisieren. Wir kommen darauf in Abschnitt 3.4 zur u¨ck.
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Der Zusammenhang mit dem u¨blichen Zugang zur Quantenfeldtheorie als
Theorie von Operatoren auf einem Hilbertraum wird durch die GNS-Konstruktion
hergestellt:








, bestehend aus einem Hilbertraum
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 ist dicht in
 
, das heißt  ist zyklisch.
Das GNS-Tripel ist bis auf unita¨re ¨Aquivalenz eindeutig bestimmt.
Ist umgekehrt ein Hilbertraum
 
mit einer Darstellung von
 
gegeben, dann
definiert jeder Vektor und jede Dichtematrix in   einen Zustand auf   , indem die
Erwartungswerte der Operatoren gebildet werden, durch welche die Elemente der
Algebra dargestellt werden.
3.2 Das freie Klein-Gordon-Feld



















zur Metrik  geh o¨rende Laplace-Beltrami-Operator und  eine positive reelle Kon-
stante.
Aufgrund der globalen Hyperbolizit a¨t der Raumzeit gibt es eindeutige retar-








































































































































































f u¨r relativ kompakte, offene
 !
 definiert

























durch einen Operator auf einem Hilbertraum darge-
stellt werden. Auf diese Weise wird der Zusammenhang zum u¨blichen Wightman-
Formalismus deutlich. Diese Algebra besitzt jedoch leider keine 

-Norm, was
daran liegt, daß die Vertauschungsrelationen keine Darstellung durch beschr a¨nkte
Operatoren zulassen. Um tats a¨chlich ein Netz von

 -Algebren zu erhalten, be-









































Wir betrachten nur Zust a¨nde, deren

-Punkt-Funktionen Distributionen sind.
Da wir uns bewußt sind, daß es sich um Distributionen handelt, k o¨nnen wir ohne
Schaden den u¨blichen Begriff

-Punkt-Funktionen beibehalten.
Wir beschr a¨nken uns weiter auf quasifreie Zust a¨nde. Dies sind Zust a¨nde, die


















































































f u¨hrt also zu einer
vollst a¨ndigen Charakterisierung der Theorie. Damit sie aber wirklich einen Zu-
stand auf
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Es zeigt sich, daß nicht alle solche Distributionen 7 zu physikalisch akzepta-
blen Zust a¨nden f u¨hren, sondern man muß weitere Einschr a¨nkungen machen, die
wir in Abschnitt 3.4 besprechen werden.
Außer der Zweipunktfunktion spielt auch der Feynman-Propagator eine wich-
tige Rolle:
Definition 3.1. Der Feynmanpropagator eines Zustands  des Klein-Gordon-Fel-







W a¨hrend die Zweipunktfunktion L o¨sung der Klein-Gordon-Gleichung in bei-






























3.3 Das freie Dirac-Feld
Wir wenden uns nun der Quantisierung des freien Dirac-Feldes auf einer global hy-
perbolischen Raumzeit zu, wie sie zuerst von Dimock angegeben wurde [Dim82].
Die Darstellung ist zum großen Teil an die Arbeit von Verch angelehnt [Ver96],
unter Verwendung von [Hol98, Koe95, Wel97].
Dirac-Gleichung in gekr u¨mmter Raumzeit
Wir definieren den Dirac-Operator
D
$
auf dem Raum der glatten Spinor- und
Kospinorfelder als Anwendung der kovarianten Ableitung $ , gefolgt von einer



























































wobei die Spinorindizes wieder unterdr u¨ckt wurden.




































mit einer reellen Konstanten  .
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Ein Spinorfeld  ist genau dann eine L o¨sung der Diracgleichung, wenn der
adjungierte Spinor  E eine L o¨sung der adjungierten Diracgleichung ist.










































der spinorielle Wellenoperator und . der zur Metrik









































































und sieht bereits den Term
 
. Ersetzt man jetzt den Kommutator der Ableitungen
durch den Kr u¨mmungstensor des Dirac-B u¨ndels und beachtet, daß man nach Glei-
chung (1.4) den mit zwei Gammamatrizen kontrahierten Kr u¨mmungstensor durch
den halben Kr u¨mmungsskalar ersetzen darf, so erh a¨lt man die gew u¨nschte Glei-
chung.
Zu beachten ist, daß bei Anwesenheit von Kr u¨mmung nur der Hauptteil von
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L o¨sungen der Dirac-Gleichung
Nun untersuchen wir die klassischen L o¨sungen der Dirac-Gleichung in einer global
hyperbolischen Raumzeit  . Nach Dimock besitzt der Dirac-Operator in einer
solchen Raumzeit eindeutige Fundamentall o¨sungen:






auf        	 hat eindeutige retar-
































































auf         	 eindeutige retardierte
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ist in f u¨hrender Ordnung diagonal und hy-
perbolisch und besitzt somit nach einem Theorem von Leray eindeutige retardierte
und avancierte Fundamentall o¨sungen 














zeigt, daß diese die geforderten Eigenschaften haben.
Speziell im Minkowskiraum reduziert sich der spinorielle Klein-Gordon-Ope-






















 von retardierter und avancierter Fundamen-
tall o¨sung nennen wir den Dirac-Propagator f u¨r Spinoren. Entsprechend ist der

























































































































W a¨hrend  und   L o¨sungen der Dirac-Gleichung in beiden Eintr a¨gen sind,

































Nun zeigt man mit Hilfe der Propagatoren, daß das Cauchy-Problem f u¨r die
Dirac-Gleichung wohldefiniert ist:























































Eine analoge Aussage gilt fu¨r Kospinorfelder.
Auch diesen Satz beweist man, indem man zun a¨chst f u¨r den spinoriellen Klein-
Gordon-Operator globale L o¨sungen des Cauchy-Problems konstruiert. Die An-
wendung des adjungierten Dirac-Operators auf geeignete L o¨sungen ergibt dann
die gesuchten L o¨sungen des Cauchy-Problems f u¨r die Dirac-Gleichung.
3.3. DAS FREIE DIRAC-FELD 45
Quantisierung
Wir wollen jetzt die Quantisierung durchf u¨hren, also den L o¨sungen der Dirac-
Gleichung ein Netz von Feldalgebren zuordnen, in dem die kanonischen Antiver-
tauschungsrelationen erf u¨llt sind.
























































































 ist antilinear, und es ist  4
!
















das heißt  ist eine Antiisometrie.
In [Ver96] wird gezeigt, daß der Raum   mittels der Abbildung   










 mit dem Raum aller Anfangswerte auf einer beliebigen Cauchy-










































































das auf  induzierte Volumenelement.
Nach Araki existiert nun zu diesen Daten eine CAR-Algebra [Ara70]:
Satz 3.4. Sei   ein Pra¨hilbertraum und  eine antiunita¨re Involution auf   . Dann
gibt es (bis auf   -algebraische ¨Aquivalenz) genau eine   -Algebra        	 ,
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f u¨r offene, relativ kompakte
 !
 sind definiert






  !  








von Feldalgebren ist noch nicht das lokale Netz der Observa-
blenalgebren, weil die Algebren f u¨r raumartig getrennte Gebiete nicht kommutie-

































. Man kann nun leicht zeigen, daß die lokalen Algebren
von raumartig getrennten Gebieten kommutieren.
An dieser Stelle lohnt es sich, kurz innezuhalten und sich die Eindeutigkeit
dieser Konstruktion zu vergegenw a¨rtigen. F u¨r die   -Algebren gilt folgender
Satz [Ara70]:
Satz 3.5. Ist  eine Isometrie auf   , die mit der Involution  vertauscht, dann
existiert ein














genannt der zu  geho¨rige Bogoliubov-Automorphismus.
Wir haben in Kapitel 1 gesehen, daß unterschiedliche Darstellungen der Clif-
ford-Algebra zu einem solchen Automorphismus des Dirac-B u¨ndels f u¨hren und
damit zu einer Isometrie auf   . Ebenso f u¨hrt eine andere Wahl der Cauchyfl a¨che
sowie einer anderen ( a¨quivalenten) Spinstruktur zu einer solchen Isometrie. Die
resultierende   -Algebra ist jedoch bis auf Isomorphie unabh a¨ngig von diesen
Freiheiten in der Konstruktion.
Zust a¨nde
Wir kommen jetzt zur Untersuchung von quasifreien Zust a¨nden auf unserer  -



















































































































, wenn ' eine gerade (ungerade) Permutation ist.
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Umgekehrt definiert ein solcher Operator durch (3.3) einen quasifreien Zustand.
Ein Zustand ist genau dann ein reiner Zustand, wenn der zugeh o¨rige Operator 
eine Projektion ist, also zus a¨tzlich gilt, daß  4 !  . Eine solche Projektion heißt
dann Basisprojektion.
F u¨r solche Zust a¨nde k o¨nnen wir direkt eine Fockraumdarstellung konstruieren:

projiziert auf den Einteilchenhilbertraum    !    , interpretiert als Raum
der Zust a¨nde mit einzelnen Teilchen oder Antiteilchen. Im Minkowskiraum w a¨hlt
man die Basisprojektion so, daß   der Raum der L o¨sungen positiver Frequenz
ist, in einer allgemeinen Raumzeit ist aber zun a¨chst keine der Projektionen ausge-
zeichnet.































































































































der abstrakten    -Algebra werden nun dargestellt als






















Die Forderung, daß 








Man u¨berpr u¨ft leicht, daß 
 die

-Struktur und die Antivertauschungsrelationen
erh a¨lt.

























bezeichnet das Skalarprodukt im Fockraum.
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. Dies sind operatorwertige Distributionen mit
Werten in   bzw. 
































































































































Die obigen Konstruktionen lassen nat u¨rlich noch eine Vielzahl verschiedener Dar-
stellungen der Observablenalgebren zu, die nicht alle physikalisch relevant sein
k o¨nnen. Wir werden nun eine Klasse von quasifreien Zust a¨nden auszeichnen, die
Kandidaten f u¨r Zust a¨nde mit guten physikalischen Eigenschaften sind. Dies sind
die sogenannten Hadamard-Zusta¨nde.
Im skalaren Fall konnte gezeigt werden, daß f u¨r diese Zust a¨nde der Erwar-
tungswert des Energieimpulstensors definiert werden kann. Dies ist eine stark phy-
sikalisch motivierte Forderung, da man die R u¨ckwirkung des Quantenfeldes auf
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beschreiben m o¨chte.
Die Hadamard-Bedingung wird zun a¨chst als eine globale Bedingung an die
Zweipunktdistribution eines Zustandes und die Form ihrer Singularit a¨ten formu-
liert. Es konnte aber von Radzikowski gezeigt werden, daß sie a¨quivalent zu einer
lokalen Bedingung an die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion ist [Rad92].
Dieser lokalen Beschreibung werden wir uns in Kapitel 4 zuwenden.
Klein-Gordon-Feld
DeWitt und Brehme suchten in ihrer grundlegenden Arbeit [DB60] nach L o¨sungen
der Wellengleichung von einer bestimmten Form, die auch die Zweipunktfunktion
des freien Klein-Gordon-Feldes im Minkowskiraum annimmt. Die Idee ist nun,
dasselbe singul a¨re Verhalten auch in einer gekr u¨mmten Raumzeit zu verlangen.














































( , und ﬀ und

sollen sich in eine




















Die Forderung, daß die Zweipunktfunktion eine L o¨sung der Klein-Gordon-






































der M o¨glichkeit der Addition einer glatten L o¨sung der Klein-Gordon-Gleichung
entspricht. Die Koeffizienten ﬀ
 
sind aber unabh a¨ngig von dieser Wahl. Die Re-
kursionsrelationen lauten:
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Diese Charakterisierung einer Hadamard-Distribution ist noch keineswegs pr a¨-
zise. Zum einen ist die Konvergenz der Reihen (3.5) im allgemeinen nur in analyti-
schen Raumzeiten in einem kleinen Radius garantiert. Auch ist ' nur in einer kau-
sal normalen Umgebung definiert. Schließlich definiert (3.4) so gar keine Distribu-
tion, weil 1
/
nicht integrabel ist, man ben o¨tigt also noch eine geeignete  -Vorschrift.
Die erste mathematisch pr a¨zise Definition eines Hadamard-Zustandes f u¨r freie
skalare Felder, die diese Probleme beseitigt, wurde von Kay und Wald angegeben
[KW91]. Wir wiederholen diese Definition und u¨bertragen sie anschließend auf
das freie Dirac-Feld.
Sei 7 die Zweipunktfunktion eines Zustandes des freien skalaren Feldes in
einer global hyperbolischen Raumzeit  . Auf der Raumzeit sei eine Zeitorientie-
rung gew a¨hlt, und  sei eine globale Zeitfunktion, die zur Zukunft hin anw a¨chst.
Sei
 !




















normalen Umgebung enthalten sind. In
 
ist dann das Quadrat des geod a¨tischen




















































































ist durch die Hadamard-Rekursionsrelationen bis zur

-ten Ord-
nung festgelegt.  ist der Hauptzweig des Logarithmus.




eine Umgebung der Menge der kausal verbundenen Paare von
Punkten in      , so daß ihr Abschluß in
 
enthalten ist. Außerdem w a¨hlen wir
eine   -Regularisierungsfunktion  , also eine glatte, reelle Funktion auf   





















Definition 3.2. Wir sagen, der quasifreie Zustand  des freien Klein-Gordon-Fel-






































































F u¨r weitere Einzelheiten siehe [KW91]. Dort wird auch gezeigt, daß die De-
finition unabh a¨ngig von der Cauchyfl a¨che und den Funktionen  und  ist. Eine
Hadamard-Zweipunktfunktion ist also bereits durch ihr Verhalten in der kausal nor-
malen Umgebung einer Cauchyfl a¨che festgelegt und erf u¨llt in der Umgebung jeder
anderen Cauchyfl a¨che automatisch die Hadamard-Bedingung.
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Die angegebene Bedingung an die Form der Singularit a¨ten der Zweipunktdis-
tribution legt diese bis auf einen glatten Anteil eindeutig fest. Zwei Hadamard-
Distributionen unterscheiden sich also nur um eine glatte L o¨sung der Klein-Gor-
don-Gleichung.
Dirac-Feld
In Analogie zum skalaren Feld definieren wir nun Hadamard-Zust a¨nde f u¨r das
Dirac-Feld, von denen man erwartet, daß sie physikalisch ebenso relevant sind wie
im skalaren Fall. Wir lehnen uns dabei an die Arbeit von K o¨hler [Koe95] an, in
der, aufbauend auf dem Ansatz von Najmi und Ottewill [NO84], die erste rigorose
Definition solcher Zust a¨nde gegeben wird.
Wie betrachten einen quasifreien Zustand  des freien Dirac-Feldes u¨ber einer
global hyperbolischen Raumzeit  . Die Hadamard-Bedingung formulieren wir
wieder als eine Bedingung an die Zweipunktfunktion  E .
Wir hatten gesehen, daß der Dirac-Propagator durch Anwendung des Dirac-
Operators aus dem Propagator f u¨r die spinorielle Klein-Gordon-Gleichung hervor-
















































Da  E eine L o¨sung der Dirac-Gleichung in beiden Eintr a¨gen ist, folgt we-



































F u¨r den spinoriellen Klein-Gordon-Operator k o¨nnen wir nun ebenfalls nach
L o¨sungen suchen, die die Hadamard-Singularit a¨tsstruktur besitzen. Wir fordern,
daß  wieder von der Form (3.4) ist, wobei jetzt als Koeffizienten glatte Bispinor-
felder  , ﬀ , 

auftreten.





















die skalare van-Vleck-Morette-Determinante und  der Bispinor
des Paralleltransportes ist.
Ebenso erh a¨lt man eine Rekursionsrelation f u¨r Bispinoren ﬀ
 
. Sie haben die
gleiche Form wie f u¨r den skalaren Fall, nur daß die kovarianten Ableitungen nun
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auf Spinorfelder wirken und statt des skalaren der spinorielle Klein-Gordon-Ope-
rator auftritt:






































































































Wir w a¨hlen wieder
 
wie oben und definieren f u¨r

  ,   
#
und eine















































































Weiterhin w a¨hlen wir wieder   und  genauso wie im skalaren Fall und k o¨nnen
definieren:
Definition 3.3. Der quasifreie Zustand  des freien Dirac-Feldes u¨ber  heißt
























gibt, so daß seine Hilfs-Zweipunktfunktion 




































































Wie im skalaren Fall ist also der singul a¨re Anteil der Zweipunktfunktion durch
die Geometrie festgelegt, und ein Hadamard-Zustand ist vollst a¨ndig charakterisiert,




Wir wollen nun mit den Methoden der mikrolokalen Analysis die Singularit a¨ts-
struktur der Zweipunktfunktionen physikalischer Zust a¨nde analysieren.
Die Wellenfrontmenge einer skalaren Hadamard-Distribution wurde zuerst von
Radzikowski angegeben [Rad92]. Diese lokale Charakterisierung der Hadamard-
Singularit a¨tenstruktur hat sich im folgenden als a¨ußerst n u¨tzlich herausgestellt. So
konnte in [Jun95] mit ihrer Hilfe gezeigt werden, daß zahlreiche schon l a¨nger be-
kannte und f u¨r physikalisch relevant gehaltene Zust a¨nde tats a¨chlich Hadamard-
Zust a¨nde sind. Außerdem konnten Hadamard-Zust a¨nde in einer beliebigen global
hyperbolischen Raumzeit konstruiert werden.
In [BFK95] wurde die Bedingung an die Wellenfrontmenge der  -Punkt-Funk-
tionen physikalischer Zust a¨nde zu einer
”
mikrolokalen Spektrumsbedingung“ ver-
allgemeinert, die auch auf wechselwirkende Felder anwendbar ist. Der Nutzen die-
ser Bedingung wurde dann in [BF97] unter Beweis gestellt, indem wechselwirken-
de skalare Quantenfeldtheorien in gekr u¨mmter Raumzeit konstruiert wurden und
gezeigt werden konnte, daß diese unter den gleichen Voraussetzungen wie im Min-
kowskiraum renormierbar sind.
Wir werden zuerst die Ergebnisse f u¨r das Klein-Gordon-Feld wiederholen, um
anschließend auch f u¨r die Zweipunktfunktion und den Feynmanpropagator von
Hadamard-Zust a¨nden des freien Dirac-Feldes die Wellenfront- und Polarisations-
menge zu bestimmen.
4.1 Klein-Gordon-Feld
Wir beginnen mit dem wichtigsten Resultat aus der Dissertation von Radzikowski
[Rad92]:
Theorem 4.1. Ein quasifreier Zustand des Klein-Gordon-Feldes auf einer global
hyperbolischen Raumzeit  ist genau dann ein Hadamard-Zustand, wenn seine
53
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bedeutet dabei, daß es eine lichtartige Geoda¨te ﬁ gibt,
die  und

verbindet, so daß  im Punkt  kotangential an ﬁ ist und 3 der entlang
der Geoda¨te paralleltransportierte Vektor bei

, dort ebenfalls kotangential an ﬁ .





, daß  lichtartig ist und  ! 3 .
Den Beweis aus [Koe95], daß die Zweipunktfunktion eines Hadamardzustan-
des die angegebene Wellenfrontmenge besitzt, werden wir hier skizzieren, da er
uns auch bei der ¨Ubertragung auf Hadamardzust a¨nde des Dirac-Feldes leiten wird.
Zun a¨chst untersucht man die Zweipunktfunktion im Minkowskiraum:
Satz 4.2. Die Zweipunktfunktion des freien Klein-Gordon-Feldes im Minkowski-


























































ist also von der Form (4.1).
Der Beweis findet sich bereits in [RS75]. Er beruht im wesentlichen darauf,
























Die ¨Ubertragung auf eine beliebige global hyperbolische Raumzeit geschieht
nun, indem man die Raumzeit so deformiert, daß die Metrik in einem Teil der
Raumzeit mit der Minkowski-Metrik u¨bereinstimmt. Da die Zweipunktfunktion
L o¨sung der Klein-Gordon-Gleichung ist, l a¨ßt sich H o¨rmanders Satz u¨ber die Aus-
breitung von Singularit a¨ten anwenden und so das Resultat aus dem Minkowski-
raum auf die gekr u¨mmte Raumzeit u¨bertragen.
Die Grundlage f u¨r diese Deformation der Raumzeit liefert der folgende Satz,








eine global hyperbolische Raumzeit und  ein Punkt auf einer
Cauchyfla¨che  !  . Dann existiert eine konvex normale Umgebung  von  und







mit den folgenden Eigenschaften:







 , und die Isometrie     

  ist auch eine
Isometrie zwischen  und einer Cauchyfla¨che  !   .
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 , so daß  ,
eingeschra¨nkt auf
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Die Wellenfrontmenge der Distribution

7 im flachen Teil von

 kennen wir
bereits: Da in die Hadamard-Rekursionsrelationen nur lokale Eigenschaften der
Raumzeit eingehen und die Metrik auf
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7 ist L o¨sung der Klein-Gordon-Gleichung im zweiten Eintrag, und wir k o¨nnen






H o¨rmanders Satz u¨ber die Ausbreitung von
Singularit a¨ten anwenden, um die Wellenfrontmenge von













liegt, schneidet jede Nullgeod a¨te durch  die Menge
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Da 7 die mittels der Isometrie  zur u¨ckgezogene Distribution ist, hat nach
Satz 2.8 auch die Wellenfrontmenge von 7 in    diese Form.
Nochmalige Anwendung desselben Propagationsargumentes in der nicht defor-


































was zu beweisen war.
Auch die Wellenfrontmenge des Feynmanpropagators wurde in [Rad92] her-
geleitet:
Theorem 4.4. Der Feynmanpropagator    eines Hadamardzustandes des freien
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Diese Ergebnisse lassen sich folgendermaßen veranschaulichen: In der Wellen-













falls   	 

 ﬃ 	
, das heißt, positive Frequenzen breiten sich vorw a¨rts in der Zeit
aus, negative Frequenzen r u¨ckw a¨rts. Dies ist die u¨bliche, aus dem Minkowskiraum
bekannte Interpretation des Feynmanpropagators. Theorem 4.4 besagt, daß sie in
jeder global hyperbolischen Raumzeit g u¨ltig ist, wenn der zugrundeliegende Zu-
stand ein Hadamard-Zustand ist.
Die Wellenfrontmenge einer beliebigen  -Punkt-Funktion eines Hadamard-
Zustandes l a¨ßt sich mit Hilfe von Satz 2.7 u¨ber die Wellenfrontmenge eines Ten-
sorproduktes von Distributionen aus der Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion
bestimmen.
4.2 Dirac-Feld
Es soll nun gezeigt werden, daß die Zweipunktfunktion und der Feynmanpropaga-
tor eines Hadamard-Zustandes des freien Dirac-Feldes dieselbe Wellenfrontmenge
besitzen wie die entsprechenden skalaren Distributionen. Außerdem wollen wir
ihre Polarisationsmengen bestimmen.
Das Ergebnis wird lauten:
Theorem 4.5. Sei  ein Hadamard-Zustand des freien Dirac-Feldes u¨ber einer


























































































der Paralleltransport in   entlang der Geoda¨te ﬁ , die 
und






































































































































F u¨r den Beweis gehen wir a¨hnlich vor wie im skalaren Fall. Zun a¨chst bestim-
men wir die Polarisationsmenge im Minkowskiraum und u¨bertragen das Resultat
dann auf die Mannigfaltigkeit  , indem wir Denckers Satz u¨ber die Ausbreitung
von Singularit a¨ten anwenden.
Satz 4.6. Die Zweipunktfunktion  E eines Hadamardzustandes des freien Dirac-
Feldes im Minkowskiraum 
!
















wobei 7 die Zweipunktfunktion eines Hadamardzustandes des freien Klein-Gor-

















































































































, und der Paralleltransport ist ebenfalls trivial. Man darf
also die Notation vereinfachen, indem man die Spinorr a¨ume u¨ber allen Punkten
identifiziert und darauf verzichtet, den Paralleltransport hinzuschreiben.
Beweis. Im Minkowskiraum verschwindet der Kr u¨mmungsskalar sowie alle Ablei-
tungen der Metrik, und die kovariante Ableitung geht in die partielle Ableitung der
einzelnen Komponenten u¨ber. Daher ist der Paralleltransport-Bispinor 
5
 , und





an, mit der entsprechenden skalaren Funktion  . Ebenso gehen die Hadamard-
Rekursionsrelationen (3.7) f u¨r jede Komponente von ﬀ   in die Form (3.6) f u¨r das

































 . Das bedeutet,
daß die Hilfs-Zweipunktfunktion jedes Hadamard-Zustandes des Dirac-Feldes im
Minkowskiraum bis auf einen glatten Anteil Vielfaches der Einheitsmatrix und jede
Komponente die Zweipunktfunktion eines Hadamard-Zustandes des freien skala-
ren Feldes ist. Da alle solche Zweipunkt-Distributionen bis auf einen glatten Anteil
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mit einer skalaren Hadamard-Zweipunktfunktion 7 .
















, wie bereits bei der Definition von  E







































Die weitere Argumentation erfolgt v o¨llig analog f u¨r  E und    . Sie geht nur







 aus einer skalaren Distributionhervorgeht. Wir beschr a¨nken
uns daher im folgenden auf die Zweipunktfunktion.
Aus Theorem 4.1 wissen wir, daß die Distribution 7

 die Wellenfrontmenge



























































 hervor. Nach Satz 2.7 vergr o¨ßert
dies die Wellenfrontmenge nicht. Andererseits wissen wir nach Satz 2.15, daß f u¨r































































































, und da die Projektion der Polarisations-
menge auf das Kotangentialb u¨ndel genau die Wellenfrontmenge ergibt, ist damit
gezeigt, daß die Anwendung von   die Wellenfrontmenge auch nicht verkleinert.
Insgesamt ist also bewiesen, daß  E die gleiche Wellenfrontmenge wie die skalare
Distribution 7 hat.
Die Gleichheit f u¨r die Polarisationsmenge folgt aber leider nicht aus Satz 2.15,



























Die Gleichheit l a¨ßt sich aber auch direkt aus der Definition der Polarisations-
menge herleiten.










Wellenfrontmenge suchen. Wegen (4.2) m u¨ssen solche Vektoren offenbar Linear-
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, k o¨nnen wir



































. Wie wir bereits oben festgestellt haben, sind diese Vektoren
auch wirklich in der Polarisationsmenge enthalten.
Damit ist der Beweis beendet.
Statt aus der Tatsache, daß die Zweipunktfunktion mittels Gleichung (4.2) aus
einer skalaren Distribution hervorgeht, l a¨ßt sich die Polarisationsmenge auch aus
der Tatsache herleiten, daß  E und    (bis auf einen Anteil    ) in beiden
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Eintr a¨gen L o¨sungen der Dirac-Gleichung sind, unter der zus a¨tzlichen Vorausset-






annehmen, das von den Dirac-Matrizen und der Einheitsmatrix aufge-
spannt wird. Wie wir oben gesehen haben, ist diese Annahme zumindest im Min-
kowskiraum erf u¨llt.
Der Einfachheit halber geben wir das Argument nur f u¨r den Feynmanpropaga-
tor an, es gilt in gleicher Weise f u¨r die Zweipunktfunktion.



























































ﬃ43 	  ! #
sein,





























































































































































































Im Gegensatz zum ersten Beweis l a¨ßt sich diese Argumentation direkt auf ei-
ne beliebige Raumzeit verallgemeinern. Daß wir den Dirac-Operator nur mit der
partiellen Ableitung geschrieben haben, ist unerheblich, weil eventuelle Terme ei-
nes nichttrivialen Zusammenhanges im Hauptsymbol des Operators nicht mehr in
Erscheinung treten.
Außerhalb der Diagonale ist dann aber eine sorgf a¨ltigere Notation erforderlich,
da die Spinorr a¨ume u¨ber unterschiedlichen Punkten nicht mehr einfach miteinan-
der identifiziert werden k o¨nnen.
In den Beweis ging sehr wesentlich die Annahme ein, daß die Zweipunktfunk-









spannten Unterb u¨ndel annimmt. Im hier betrachteten Minkowskiraum konnten wir
diese Annahme beweisen, aber es ist zu vermuten, daß sie auch in einer gekr u¨mm-
ten Raumzeit aus den Eigenschaften einer Hadamard-Zweipunktfunktion folgt.
Auch ohne diese Annahme schr a¨nkt die Forderung, daß die Distribution in bei-















bereits stark ein: Damit der Punkt in
der Wellenfrontmenge liegt, muß






D ! # ! D








, den Rang zwei,
und es ist zu erwarten, daß die Gleichungen einen gemeinsamen L o¨sungsraum der
Dimension vier haben. Tats a¨chlich kann



















, sein. Die letzten drei M o¨glichkeiten werden erst durch die physikalischen
Eigenschaften der Distribution ausgeschlossen, da es sich um die Zweipunktfunk-
tion eines Hadamardzustandes handelt.
Wir wollen nun das Resultat auf beliebige global hyperbolische Raumzeiten
verallgemeinern, indem wir Denckers Satz u¨ber die Ausbreitung von Singularit a¨ten
vektorwertiger Distributionen ausnutzen. Daf u¨r untersuchen wir zun a¨chst den zur
Dirac-Gleichung geh o¨rigen Dencker-Zusammenhang:
Satz 4.7. Der Dencker-Zusammenhang   fu¨r den Operator  !  /CD $   	 auf
dem Diracbu¨ndel u¨ber einer beliebigen Raumzeit  mit vorgegebener Spinstruk-
tur wirkt auf Spinorfelder entlang der Nullgeoda¨ten und stimmt dort mit dem u¨ber
das Kotangentialbu¨ndel gehobenen Spinzusammenhang u¨berein. Analoges gilt fu¨r
den adjungierten Operator im dualen Bu¨ndel.
Beweis. Ein erster, recht aufwendiger Beweis f u¨r eine modifizierte Diracgleichung
f u¨r Spinor-Halbdichten wurde bereits von Radzikowski angegeben [Rad97]. Wir
geben hier einen neuen Beweis, der ohne eine Modifikation der Dirac-Gleichung
auskommt und die Bemerkung nach Satz 2.16 beherzigt.
Wir w a¨hlen ein Koordinatensystem und Koordinatenbasen im Tangential- und
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. Die Bicharakteristiken von
 
sind also nach
Satz 2.6 gerade die Nullgeod a¨ten. Der Dencker-Zusammenhang wirkt auf Spinor-
felder





























































































































































wobei wir beachtet haben, daß






Kotangentialb u¨ndelvariablen  und

ist, die wiederum vom Parameter
ﬂ
der Bi-






















































































































































































































































































In der zweiten Zeile ersetzen wir den Antikommutator, und auch in der dritten Zeile





















































































































































































In der zweiten Zeile k o¨nnen wir wegen der Symmetrie der Christoffelsym-




































Dieser Ausdruck verschwindet jedoch, wie sich leicht zeigen l a¨ßt, wenn man die
Christoffelsymbole durch Ableitungen der Metrik ersetzt.
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also einfach die kovariante Ableitung von

entlang der Geod a¨te.




entlang einer Bicharakteristik, das




entlang ﬁ ist also ge-
nau dann eine L o¨sung der Gleichung  
 ! #
, wenn es entlang der Geod a¨te
bez u¨glich des normalen Spinzusammenhanges paralleltransportiert wird.
Der Beweis f u¨r den adjungierten Dirac-Operator geht analog.
Zum Beweis des Theorems 4.5 geht man nun wie im skalaren Fall vor. Man
deformiert die Raumzeit so, daß sie in einem Teil die Minkowski-Metrik tr a¨gt.
Die Spinstruktur u¨bertr a¨gt sich auf die deformierte Raumzeit und l a¨ßt sich auf die
gesamte Raumzeit ausdehnen, da im global hyperbolischen Fall alle Spinstrukturen
triviale Faserb u¨ndel sind.
Da die Metrik in der Umgebung einer Cauchyfl a¨che erhalten bleibt, induziert
die Zweipunktfunktion des Hadamard-Zustandes in der urspr u¨nglichen Raumzeit
auch in der deformierten Raumzeit eine Hadamard-Distribution.
Die Polarisationsmenge im flachen Teil der Raumzeit haben wir bereits oben




















































Um jetzt die Polarisationsmenge  u¨ber einem Punkt      	     im
gekr u¨mmten Teil der Raumzeit zu bestimmen, beachten wir, daß die Zweipunkt-


































eine Geod a¨te beschreibt und
5 ﬃﬂ%	
in jedem Punkt kotangential an die











Nach dem Satz von Dencker setzt sich die Polarisationsmenge aus Hamilton-
Orbits des Operators  zusammen. Dies sind bez u¨glich des Zusammenhanges  
parallele Vektorfelder










  entlang der Bicharakte-
ristiken ﬁ . Die Parallelit a¨t bedeutet in diesem Fall, daß die kovariante Ableitung
von







der Polarisationsvektoren, die wir im Minkowskiraum
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hergeleitet haben, beim Paralleltransport erhalten bleibt, denn es ist $

D ! #
entlang von Nullgeod a¨ten:

ist kovariant konstant, weil der Tangentialvektor ei-
ner Geod a¨te entlang der Kurve paralleltransportiert wird, und auch die kovariante
Ableitung der Dirac-Matrizen verschwindet.
Somit besteht die Polarisationsmenge u¨ber der Diagonale auch im gekr u¨mmten














und im Vorw a¨rtslichtkegel liegt, mit beliebigem 

.
Nach Satz 2.15 bleibt diese Form der Polarisationsmenge erhalten, wenn man
die Zweipunktdistributionmittels der Isometrie  in die nicht deformierte Raumzeit
zur u¨ckzieht.
Schließlich erh a¨lt man die Polarisationsvektoren f u¨r nicht zusammenfallende
Punkte in der urspr u¨nglichen Raumzeit, indem man den zweiten Spinorindex zum

























ist also wiederum nach
dem Satz von Dencker genau dann in der Polarisationsmenge von  E enthalten,



















Dies ist genau die Aussage von Theorem 4.5 f u¨r die Zweipunktfunktion.
Im Falle des Feynmanpropagators ist etwas mehr Vorsicht geboten, da    f u¨r
zusammenfallende Punkte keine L o¨sung der Diracgleichung mehr ist.
Ist    ein beliebiger Punkt und  eine Umgebung von  , die bei der







auf die gleiche Weise wie vorher, indem man erst den
sp a¨teren Punkt in die gekr u¨mmte Raumzeit transportiert und danach den fr u¨heren
Punkt, ohne dabei die Diagonale zu ber u¨hren. Anschließend gewinnt man wieder
durch Paralleltransport die Polarisationsmenge u¨ber allen Paaren von Punkten au-
ßerhalb der Diagonale, von denen einer in der Umgebung  liegt.
Was bleibt, ist zu zeigen, daß die Polarisationsmenge des Feynmanpropagators
auch f u¨r zusammenfallende Punkte die angegebene Form hat. Aus den Hadamard-
Rekursionsrelationen geht hervor, daß die Hilfs-Zweipunktfunktion im Limes zu-
sammenfallender Punkte proportional zur Einheitsmatrix ist. Ebenso ist die st a¨rkste




, in einer ganzen Umgebung
proportional zur Einheitsmatrix bzw. zum Bispinor des Paralleltransportes, genau-
so wie im Minkowskiraum. Daher ist zu erwarten, daß auch in gekr u¨mmter Raum-
zeit keine weiteren Polarisationsvektoren auftreten. Ein formaler Beweis f u¨r diesen
letzten Schritt steht aber noch aus.
Es konnte also gezeigt werden, daß die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunk-
tion eines Hadamard-Zustandes des freien Diracfeldes in einer global hyperbo-
lischen Raumzeit die gleiche Form hat wie f u¨r das Klein-Gordon-Feld, und daß
die Polarisationsmenge ein eindeutig festgelegtes Geradenb u¨ndel u¨ber der Wellen-
frontmenge ist.
66 KAPITEL 4. SINGULARIT ¨ATSSTRUKTUR
Dies l a¨ßt vermuten, daß es wie im skalaren Fall m o¨glich ist, einen Hadamard-
zustand durch eine Bedingung an die Polarisationsmenge der Zweipunktdistribu-
tion zu definieren. Vorher m u¨ßte aber noch untersucht werden, ob jeder quasi-
freie Zustand, dessen Zweipunktfunktion die angegebene Form hat, tats a¨chlich ein
Hadamard-Zustand ist, oder ob weitere Bedingungen gestellt werden m u¨ssen. Ins-
besondere w a¨re die Rolle der schw a¨cher singul a¨ren Richtungen zu analysieren, die
von der Polarisationsmenge gar nicht erfaßt werden.
Wenn es gel a¨nge zu zeigen, daß die Zweipunktfunktion auch in gekr u¨mmter
Raumzeit in einer Umgebung der Diagonale nur Werte in dem von der Einheitsma-
trix und den Diracmatrizen aufgespannten Unterb u¨ndel von      annimmt,
k o¨nnte man einerseits den Beweis f u¨r den Feynman-Propagator abschließen, aber
auch einen direkten Beweis a¨hnlich unserem Vorgehen im Minkowskiraum ange-
ben, der ohne eine Deformation der Raumzeit ausk a¨me.
Vermutlich l a¨ßt sich diese Annahme aus den Eigenschaften einer Hadamard-
Zweipunktfunktion herleiten. Interessant w a¨re zu wissen, ob sie bereits aus der
Tatsache folgt, daß es sich um einen Zustand handelt, insbesondere aus der Positi-




In diesem Kapitel soll aufgezeigt werden, welchen Nutzen die Kenntnis der Singu-
larit a¨tsstruktur des Feynmanpropagators haben kann: In der st o¨rungstheoretischen
Behandlung wechselwirkender Quantenfeldtheorien treten formale Produkte von
Distributionen auf, die mit den Methoden der mikrolokalen Analysis untersucht
werden k o¨nnen.
Zuerst geben wir einen kurzen ¨Uberblick u¨ber die kausale St o¨rungstheorie, f u¨r
Details sei auf [BS76, Sch95] verwiesen. Dann soll mit Hilfe der Wellenfront-
menge gezeigt werden, daß die Produkte von Feynmanpropagatoren, die zu Baum-
graphen geh o¨ren, stets wohldefinierte Distributionen ergeben. Anschließend soll
anhand von Beispielen gezeigt werden, welche Bedeutung die Polarisationsmenge
f u¨r die Konvergenz von Loop-Graphen haben kann.
5.1 Kausale St o¨rungstheorie
In der kausalen St o¨rungstheorie, die auf eine Arbeit von Epstein und Glaser zur u¨ck-
geht [EG73], konstruiert man die  -Matrix einer wechselwirkenden Quantenfeld-

















































eine Testfunktion, die die Wechselwirkung ein- und aus-





ordneten Funktionen. Dies sind operatorwertige Distributionen, die Ordnung f u¨r
Ordnung aus den Feldoperatoren der freien Theorie konstruiert werden.
In erster Ordnung ist 
1
einfach die Lagrangedichte der Wechselwirkung. Die





-faches zeitgeordnetes Produkt der Wechselwirkungs-
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Lagrangedichte in den verschiedenen Punkten. Die Forderung, daß die 
 
be-
stimmte physikalische Eigenschaften haben, die man von zeitgeordneten Funktio-
nen erwartet, legt die Distributionen bis auf die totale Diagonale fest. Insbesondere
geht hierbei die Kausalit a¨t ein.
Um die Distributionen 
 
auch auf der totalen Diagonale zu definieren, zeigt
man zun a¨chst, daß man sie schreiben kann als das Produkt einer numerischen Dis-
tribution und eines Normalproduktes von freien Feldoperatoren. Die numerische
Distribution setzt man dann auf die Diagonale fort, wobei man fordert, daß sich
der Skalengrad der Distribution dadurch nicht vergr o¨ßert. Es zeigt sich, daß diese
Fortsetzung stets m o¨glich ist, und zwar ist sie bei hinreichend kleinem Skalengrad
eindeutig, bei gr o¨ßerem Skalengrad treten Renormierungsfreiheiten auf.
Daß ein analoges Vorgehen auch in einer gekr u¨mmten Raumzeit m o¨glich ist,
wurde in [BF97] gezeigt.
Im konventionellen Zugang zur St o¨rungstheorie entwickelt man die zeitge-
ordneten Produkte der Wechselwirkungs-Lagrangedichten nach dem Wickschen
Theorem formal in Normalprodukte von Feldoperatoren, wobei als Koeffizienten
Produkte von Feynmanpropagatoren auftreten. Die Terme dieser Entwicklung las-
sen sich durch die sogenannten Feynman-Diagramme veranschaulichen. Die for-
malen Produkte von Feynmanpropagatoren sind aber im allgemeinen f u¨r zusam-
menfallende Punkte nicht definiert. Um auf diesem Wege trotzdem endliche Resul-
tate zu erhalten, ist man gezwungen, die Propagatoren und Kopplungskonstanten
zu renormieren.

































die freien Dirac-Felder sind.
Die Entwicklung von 
4
nach Normalprodukten und die zugeh o¨rigen Feyn-





































































































Zu unterscheiden sind zum einen die Baumgraphen, im Beispiel die ersten bei-
den Terme, die stets zu wohldefinierten operatorwertigen Distributionen f u¨hren,
und zum anderen die sogenannten Loop-Graphen, im Beispiel die letzten beiden.
Sie enthalten geschlossene Linien und k o¨nnen unter Umst a¨nden divergent sein.
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Wir interessieren uns im folgenden vor allem f u¨r Graphen mit geschlossenen
Fermionenlinien wie den Vakuumpolarisationsgraphen, der dem vierten Term in
der Entwicklung von 
4
entspricht. Versucht man, diesen formalen Ausdruck im
Impulsraum zu berechnen, stellt man bereits durch Abz a¨hlen der Potenzen fest,
daß das Produkt der beiden Feynmanpropagatoren nicht definiert ist: Der Integrand
im Faltungsintegral der Fouriertransformierten der Propagatoren f a¨llt wie 1  ab.
Damit das Integral existiert, m u¨ßte er aber schneller als 1  abfallen. Dieser Graph
ist also divergent und muß ebenso renormiert werden wie der dritte, der sogenannte
Selbstenergie-Graph.
Ein solches Potenzenz a¨hlen liefert auch in der kausalen Konstruktion der  -
Matrix wertvolle Hinweise darauf, an welchen Stellen renormiert werden muß, also
die nichttriviale Fortsetzung der zeitgeordneten Distributionen n o¨tig wird. Es wur-
de jedoch bereits in [ASW97] darauf hingewiesen, daß das bloße Potenzenz a¨hlen
nicht ausreicht, sondern sorgf a¨ltig das Skalenverhalten der auftretenden Distribu-
tionen untersucht werden muß. Bei Theorien, die Fermionen oder Vektorfelder ent-
halten, ist dies um so wichtiger, da auch die Richtungen der beteiligten vektorwer-
tigen Distributionen eine Rolle spielen k o¨nnen.
5.2 Baumgraphen
Wir wollen nun zeigen, daß offene Fermionenlinien als Bestandteile von Feyn-
mandiagrammen nicht zu Divergenzen f u¨hren. Auch f u¨r allgemeinere Baumgra-
phen l a¨ßt sich eine solche Aussage beweisen. Da in den Beweis nur die Form der
Wellenfrontmenge eingeht, k o¨nnen wir ihn gleich f u¨r eine gekr u¨mmte Raumzeit
formulieren.

































jedem Vertex im Punkt   eine Kopplung       	 . Hierf u¨r lassen wir beliebige glatte




 zu, eventuell mit weiteren Vektorindizes, was hier keine
Rolle spielt.




























































und zeigen, daß dieses komponentenweise, also noch vor der Kontraktion der Spi-
norindizes, als Produkt von Distributionen existiert. Wir fassen daf u¨r die einzelnen
Komponenten aller Faktoren als Distributionen in allen

Punkten, also als Ele-






70 KAPITEL 5. ANWENDUNG AUF FEYNMAN-GRAPHEN







































































































































































































































, ist dies nach Gleichung (5.1)
offenbar erf u¨llt.
Das Produkt mit den glatten Funktionen     ist nach Satz 2.7 stets definiert
und vergr o¨ßert die Wellenfrontmenge nicht.





































hinzu, so sieht man an den Wellenfrontmengen der
Faktoren, daß das Produkt definiert ist:      E
1
h a¨ngt nicht von   E
4
ab, daher





















































enthalten, und das Produkt existiert nach Satz 2.12.

























































































































, die von der Form (5.2b) oder (5.2c)
























diese Summe wieder von der Form (5.2b) bzw. (5.2c) f u¨r das Produkt    E
1
, wenn






Damit ist die Aussage f u¨r alle diese Produkte gezeigt.





nen. Im Gegensatz zur Wellenfrontmenge ist jedoch kein Satz bekannt, der uns die
Polarisationsmenge eines Produktes bestimmen ließe. Eine solch einfache Formel
wie im skalaren Fall l a¨ßt sich auch nicht herleiten, da die Einschr a¨nkung einer
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Distribution auf eine Untermannigfaltigkeit die Polarisationsmenge auf unvorher-
sehbare Weise ver a¨ndern kann.
Was wir aber wissen, ist, daß auch das Produkt der Feynmanpropagatoren
L o¨sung der Dirac-Gleichung im ersten Eintrag sowie des adjungierten Dirac-Ope-
rators im letzten Eintrag ist. Daher k o¨nnen wir mit den gleichen Argumenten wie
f u¨r den Feynman-Propagator selbst Einschr a¨nkungen an die Polarisationsvektoren





































































































Um zu sehen, ob dieses Produkt existiert, betrachten wir wieder die Wellen-











































































, was gleichbedeutend ist. In der
















f u¨r beliebige Richtungen von

sowohl in der Wellen-
frontmenge von   

1
, wie auch in der von 
 
 
liegen. Die Existenz des Produktes
(5.3) ist also zun a¨chst nur f u¨r alle Punkte außerhalb der totalen Diagonale garan-
tiert.
Wie wir wissen, ist aber die Bedingung an die Wellenfrontmengen der Fak-
toren keine notwendige Bedingung. Sind die zu multiplizierenden Distributionen
hinreichend regul a¨r, so kann ihr Produkt existieren, auch ohne daß die Wellen-
frontmengen die Bedingung erf u¨llen. Im u¨blichen Formalismus zur Berechnung
von Feynman-Diagrammen im Impulsraum sieht man bei der Rechnung, daß die
Distributionen    mit wachsendem

immer regul a¨rer werden, und man kann zei-
gen, daß in vier Raumzeit-Dimensionen alle Graphen, die nur Fermionenschleifen
mit f u¨nf oder mehr Propagatoren enthalten, endlich sind.
Auch Satz 2.20 u¨ber das Produkt von Distributionen in bestimmten lokalen
Sobolev-R a¨umen ist in diesem Fall nicht von Nutzen, da die Faktoren    und 
 
 
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nicht die Voraussetzungen des Satzes erf u¨llen. Der Grund f u¨r die Existenz des Pro-
duktes liegt stattdessen in der Tatsache, daß 
 
 











Integrationen u¨ber Delta-Distributionen in trivialer Weise
ausgef u¨hrt werden k o¨nnen.
Der ad a¨quate Weg, um die Existenz des Produktes auch ohne direkte Rech-
nung und ohne die explizite Form des Feynmanpropagators im Minkowskiraum
zu zeigen, geht u¨ber den Skalengrad der beteiligten Distributionen: Da das Pro-
dukt u¨berall außerhalb der totalen Diagonale existiert, lautet die Frage, ob sich das
Produkt eindeutig auf die Diagonale fortsetzen l a¨ßt. Ein Satz aus [BF97, Pra97]
besagt, daß dies stets m o¨glich ist, wenn der Skalengrad der Distribution kleiner
als die Raumzeitdimension ist. Dies ist erf u¨llt, wenn die Schleife hinreichend viele
Propagatoren enth a¨lt.
In allen anderen F a¨llen existiert die Fortsetzung zwar, ist aber nicht eindeutig.
Es treten also Renormierungsfreiheiten auf, und die fortgesetzte Distribution kann
nicht mehr als Produkt der freien Feynmanpropagatoren interpretiert werden.
Im Falle vektorwertiger Distributionen k o¨nnen solche Produkte aber auch ex-
istieren, falls die Richtungen der st a¨rksten Singularit a¨ten geeignet zueinander ste-
hen, obwohl der Graph nach Abz a¨hlen der Potenzen divergent sein m u¨ßte.
Ein einfaches Beispiel ist der folgende Graph in zwei Dimensionen: eine

















Ein solcher Graph ist in zwei Dimensionen normalerweise logarithmisch di-
vergent. F u¨r die angegebene Kopplung k o¨nnen wir aber mit Satz 2.23 zeigen, daß
dieser Graph in der Tat konvergent ist, wenn wir uns außerdem in den euklidischen
Raum begeben.

























das wir als Bilinearform auffassen, das den beiden vektorvertigen Distributionen
   eine skalare Distribution zuordnen soll.
Die Fouriertransformierte des Feynmanpropagators    f a¨llt in allen Richtun-




. Die Bedingung, daß die beiden Faktoren in geeigneten Sobolev-R a¨umen
liegen, ist somit erf u¨llt.





























































Die Bedingung an die Richtungen der Polarisationsvektoren ist also erf u¨llt.
Somit existiert das Produkt (5.4), und der angegebene Graph ist tats a¨chlich
konvergent. Bereits im zweidimensionalen Minkowskiraum aber l a¨ßt sich die Aus-
sage mit unseren Mitteln nicht mehr beweisen, weil der Feynmanpropagator nicht







 der Fouriertransformierten des Feynmanpropaga-
tors nahe dem gesamten Lichtkegel verschwindet. In h o¨heren Dimensionen ist die
Bedingung nicht einmal im euklidischen Raum erf u¨llt.
Im allgemeinen ist also der eben angewendete Satz 2.23 wenig aussagekr a¨ftig,
weil die Distributionen, mit denen wir es zu tun haben, nicht in den geeigneten
Sobolev-R a¨umen liegen. Stattdessen w a¨re es w u¨nschenswert, den Satz so an die
vorliegende Situation anzupassen, daß er die eindeutige Fortsetzung eines solchen
Produktes auf die totale Diagonale garantiert, falls die Polarisationsvektoren der
beiden Faktoren u¨ber den kritischen Punkten der Wellenfrontmengen senkrecht
zueinander stehen und der Graph logarithmisch divergent erscheint.










Solche Graphen mit aus vier Propagatoren bestehenden Fermionenschleifen sind in
vier Dimensionen logarithmisch divergent. F u¨r spezielle Kopplungen k o¨nnte aber
auf diese Weise ihre Konvergenz gezeigt werden.
Es erscheint sogar denkbar, noch st a¨rkere Aussagen formulieren zu k o¨nnen,
falls auch die Richtungen der schw a¨cheren Singularit a¨ten orthogonal zueinander
stehen, die in der Polarisationsmenge gar nicht erfaßt werden. So k o¨nnte es m o¨glich
sein, Theorien zu konstruieren, deren Renormierbarkeit auf diese Weise wesentlich
verbessert wird.
Im Minkowskiraum sind die angegebenen Resultate nicht neu, und man kann
sie auch mit anderen Herangehensweisen ableiten. Das Besondere an dem gew a¨hl-
ten Zugang u¨ber die mikrolokale Analysis ist aber, daß die Rechnungen ausschließ-
lich im Ortsraum bleiben und unmittelbar auf die Quantenfeldtheorie in gekr u¨mm-
ter Raumzeit u¨bertragbar sind.
Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick
In dieser Diplomarbeit haben wir uns mit physikalischen Anwendungen der mi-
krolokalen Analysis vektorwertiger Distributionen besch a¨ftigt. Wir konnten f u¨r
zwei wichtige partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik, die
Maxwell- und Dirac-Gleichungen in einem beliebigen klassischen Gravitations-
hintergrund, zeigen, daß der Dencker-Zusammenhang mit dem gew o¨hnlichen Zu-
sammenhang in den zugrundeliegenden Vektorb u¨ndeln u¨bereinstimmt. Dies hat zur
Folge, daß man f u¨r Distributionen, die L o¨sungen einer dieser Gleichungen sind,
starke Aussagen u¨ber ihre Polarisationsmenge machen kann: Sie setzt sich zusam-
men aus parallelen Vektor- bzw. Spinorfeldern entlang von Nullgeod a¨ten.
Im ersten Fall, den Maxwell-Gleichungen, er o¨ffnen sich hiermit unmittelbar
Anwendungen zum einen f u¨r die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in
einem Medium, zum anderen in der Theorie der Gravitationslinsen.
Im Fall der Dirac-Gleichung haben wir uns mit Anwendungen in der Quan-
tenfeldtheorie in gekr u¨mmten Raumzeiten auseinandergesetzt: F u¨r die Zweipunkt-
funktion eines Hadamard-Zustandes des freien Dirac-Feldes in einer global hyper-
bolischen Raumzeit konnte gezeigt werden, daß die Wellenfrontmenge die gleiche
Form hat wie im Falle des Klein-Gordon-Feldes. Außerdem wurde ihre Polarisa-
tionsmenge bestimmt und gezeigt, daß diese in gekr u¨mmter Raumzeit die gleiche
Form wie im Minkowskiraum hat.
F u¨r skalare Quantenfeldtheorien kommt die Hadamard-Bedingung einer Ein-
schr a¨nkung an die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion gleich. Ebenso haben
wir gesehen, daß die Hadamard-Bedingung eine weitere Einschr a¨nkung an die Po-
larisationsmenge der Zweipunktfunktion macht.
Wenn es gelingt, die Bedeutung der schw a¨cheren Singularit a¨ten einer Distribu-
tion, die von der Polarisationsmenge nicht erfaßt werden, genauer zu untersuchen,
so sollte man auf diese Weise einen Hadamard-Zustand des freien Dirac-Feldes
definieren k o¨nnen, indem man eine mikrolokale Bedingung an die Singularit a¨ts-
struktur seiner Zweipunkt-Distribution stellt, in der gleichen Weise, wie dies im
Fall eines skalaren Klein-Gordon-Feldes bereits erfolgreich durchgef u¨hrt wurde.
Bei der Bestimmung der Polarisationsmenge des Feynmanpropagators und um
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so mehr bei der Anwendung auf Produkte von Feynmanpropagatoren in der Ana-
lyse von Feynmandiagrammen sind wir auf einige Schwierigkeiten gestoßen, da
die Theorie vektorwertiger Distributionen bei weitem nicht so weit entwickelt ist
wie f u¨r skalare Distributionen. So fehlten uns aussagekr a¨ftige S a¨tze etwa u¨ber die
Polarisationsmenge von Summen oder Produkten von Distributionen oder Ein-
schr a¨nkungen auf Untermannigfaltigkeiten, wie sie im skalaren Fall mit Erfolg
eingesetzt werden k o¨nnen.
Ungeachtet dieser Probleme konnte f u¨r einzelne Beispiele gezeigt werden, daß
die Form der Polarisationsmenge des Feynmanpropagators Auswirkungen auf die
Renormierungstheorie hat: Bestimmte Feynmangraphen, die man anhand des nai-
ven Abz a¨hlens der Potenzen bei der Berechnung der Graphen im Impulsraum f u¨r
divergent h a¨lt, haben aufgrund der Stellung der Polarisationsvektoren der beteilig-
ten Distributionen in Wirklichkeit einen kleineren Divergenzgrad als erwartet.
Auch hier sollte ein besseres Verst a¨ndnis der schw a¨cheren Singularit a¨ten sowie
der allgemeinen Eigenschaften der Polarisationsmenge zu deutlich st a¨rkeren Re-
sultaten f u¨hren k o¨nnen. Ein Schwerpunkt weiterer Arbeiten sollte daher auf einem
besseren Verst a¨ndnis der mathematischen Theorie vektorwertiger Distributionen
liegen, insbesondere auch im Hinblick auf die speziellen Probleme der physika-
lischen Anwendungen, um damit zu aussagestarken physikalischen Resultaten zu
gelangen.
Literaturverzeichnis
[Ara70] H. Araki: On Quasifree States of CAR and Bogoliubov Automorphisms.
Publ. RIMS Kyoto Univ. 6 (1970), 385–442.
[ASW97] A. Aste, G. Scharf, U. Walther: Power counting degree versus singular
order in the Schwinger model. hep-th/9805022.
[BD82] N. D. Birell und P. C. W. Davies: Quantum Fields in Curved Space.
Cambridge University Press, 1982.
[BFK95] R. Brunetti, K. Fredenhagen und M. K o¨hler: The Microlocal Spectrum
Condition and Wick Polynomials of Free Fields on Curved Spacetimes.
DESY 95-196.
[BF97] R. Brunetti und K. Fredenhagen: Interacting Quantum Fields in Curved
Space: Renormalizability of   . DESY 97-005.
[BS76] N. N. Bogoliubov und D. V. Shirkov: Introduction to the theory of quan-
tized fields. John Wiley and Sons, 3rd edition, 1976.
[DB60] B. S. DeWitt und R. W. Brehme: Radiation Damping in a Gravitational
Field. Ann. Phys. 9 (1960), 220–259.
[Den82] N. Dencker: On the Propagation of Polarization Sets for Systems of
Real Principal Type. J. Funct. Anal. 46 (1982), 351–372.
[DH72] J. J. Duistermaat und L. H o¨rmander: Fourier integral operators II. Acta
Math. 128 (1972), 183–269.
[Dim80] J. Dimock: Algebras of Local Observables on a Manifold. Comm. Math.
Phys. 77 (1980), 219–228.
[Dim82] J. Dimock: Dirac Quantum Fields on a Manifold. Trans. Amer. Math.
Soc. 269 (1982), No. 1, 133–147.
[EG73] H. Epstein, V. Glaser: The role of locality in perturbation theory. Ann.
Inst. Henri Poincare´ Sect. A XIX (1973), 211–295.
76
LITERATURVERZEICHNIS 77
[FNW81] S. A. Fulling, F. J. Narcowich und R. M. Wald: Singularity structure of
the two-point function in quantum field theory in curved spacetime, II.
Ann. Phys. 136 (1981), 243–272.
[Ful89] S. Fulling: Aspects of Quantum Field Theory in Curved Spacetime.
Cambridge University Press, 1989.
[Ger83] C. Ge´rard: Re´flexion du front d’onde polarise´ des solutions de syste`mes
d’e´quations aux de´rive´es partielles. C. R. Acad. Sc. Paris 297 (1983),
409–412.
[Haa96] R. Haag: Local Quantum Physics. 2nd ed., Springer-Verlag, 1996.
[HK64] R. Haag und D. Kastler: An Algebraic Approach to Quantum Field
Theory. J. Math. Phys. 5 (1964), 848–861.
[H o¨r71] L. H o¨rmander: Fourier Integral Operators I. Acta Math. 127 (1971),
79–183.
[H o¨r90] L. H o¨rmander: The analysis of linear partial differential operators I.
2nd ed., Springer, 1990.
[Hol98] S. Hollands: Adiabatic Hadamard states for free spinor quantum fields.
Unpubliziertes Manuskript, 1998.
[Jun95] W. Junker: Adiabatic Vacua and Hadamard States for Scalar Quantum
Fields on Curved Spacetime. DESY 95-144.
[Koe95] M. K o¨hler: The Stress Energy Tensor of a Locally Supersymmetric
Quantum Field on a Curved Spacetime. DESY 95-080.
[KW91] B. S. Kay und R. M. Wald: Theorems on the uniqueness and thermal
properties of stationary, nonsingular, quasifree states on spacetimes
with a bifurcate killing horizon. Phys. Rep. 207 (1991), No. 2, 49–136.
[Lic64] A. Lichnerowicz: Champs spinoriel et propagateurs. Bull. Soc. Math.
France 92 (1964), 11–100.
[NO84] A.-H. Najmi und A. C. Ottewill: Quantum states and the Hadamard
form. II. Energy minimization for spin- 1
4
fields. Phys. Rev. D 30 (1984),
2573–2578.
[Nak90] M. Nakahara: Geometry, Topology and Physics. IOP Publishing, 1990.
[Nat89] R. Natalini: Multiplication de distributions avec conditions de compa-
tibilite´. Ann. Fac. Sc. Toulouse X (1989), no. 1, 75–91.
[Obe86] M. Oberguggenberger: Products of distributions. J. reine angew. Math.
365 (1986), 1–11.
78 LITERATURVERZEICHNIS
[Obe92] M. Oberguggenberger: Multiplication of distributions and applications
to partial differential equations. Longman Scientific & Technical, 1992.
[Pra97] D. Prange: Kausale Sto¨rungstheorie und Differentielle Renormierung.
Diplomarbeit, II. Institut f u¨r Theoretische Physik, Hamburg, 1997.
[Rad92] M. Radzikowski: The Hadamard Condition and Kay’s Conjecture in
(Axiomatic) Quantum Field Theory on Curved Space-Time. Ph.D. the-
sis, Princeton University, 1992.
[Rad97] M. Radzikowski: Propagation of polarization set for Klein gordon,
Maxwell and Dirac equations on a curved spacetime. Unpubliziertes
Manuskript, 1997.
[RS75] M. Reed und B. Simon: Methods of Modern Mathematical Physics II.
Academic Press, 1975.
[Sch95] G. Scharf: Finite Quantum Electrodynamics. The causal approach. 2nd.
ed., Springer-Verlag, 1995.
[Ste71] O. Steinmann: Perturbation expansions in axiomatic field theory. Lec-
ture Notes in Physics, vol. 11, Springer-Verlag, 1971.
[Tay81] M. E. Taylor: Pseudodifferential Operators. Princeton University Press,
1981.
[Ver96] R. Verch: Scaling Analysis and Ultraviolet Behaviour of Quantum Field
Theories in Curved Spacetime. Doktorarbeit, II. Institut f u¨r Theoreti-
sche Physik, Hamburg, 1996.
[Wal84] R. M. Wald: General Relativity. The University of Chicago Press, 1984.
[Wal94] R. M. Wald: Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black
Hole Thermodynamics. The University of Chicago Press, 1994.
[Wel97] M. Wellmann: Adiabatische Vakuumzusta¨nde des Dirac-Feldes auf ei-
ner gekru¨mmten Raumzeit. Diplomarbeit, II. Institut f u¨r Theoretische
Physik, Hamburg, 1997.
Danksagung
Ich m o¨chte mich an dieser Stelle bei Herrn Fredenhagen f u¨r die interessante Auf-
gabenstellung sowie die immer freundliche und verst a¨ndnisvolle Betreuung meiner
Arbeit bedanken. Marek Radzikowski verdanke ich viele hilfreiche und anregende
Diskussionen.
F u¨r die Fertigstellung der Arbeit mindestens ebenso wichtig wie die fachliche Be-
treuung war jedoch die st a¨ndige Motivation wie auch die Ablenkung durch meine
Freundinnen und Freunde.
Ein ganz besonderer Dank geb u¨hrt aber meinen Eltern f u¨r ihre jahrelange Un-
terst u¨tzung, ohne die ein Studium ohne materielle Sorgen gar nicht m o¨glich ge-
wesen w a¨re.
Danke sch o¨n!
